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Prologo

El presente texto representa una transpo-
sicién didactica de temas complejos de calculo
diferencial e integral en varias variables, de tal
manera que el lector los pueda comprender
sin entrar en formalidades, apelando en
mayor medida a las aplicaciones matematicas
de los temas desarrollados, los cuales son:
Cilindros, Conos y Superficies de Revolucion,
Funciones Vectoriales de variable real y
de variable vectorial, Derivadas Parciales,
Integrales Multiples y Anélisis Vectorial.

En este sentido, las muestras de los
diferentes teoremas usados en este documento
se pueden consultar en algunas de las
referencias de la bibliografia, en su gran
mayoria tomados de Apostol (2004), Stewart
(2002) y Pita (1995). Sin embargo, la
variedad de ejemplos expuestos con sus
niveles de dificultad aspiran a complementar
esta ausencia, los cuales estan resueltos en
su totalidad y donde la redaccion fue escrita
cuidadosamente para que el lector conozca y
comprenda con detalle las distintas resolu-
ciones. Abonado a ello y de ser necesario,
se presentan figuras con valiosas ilustraciones
graficas que permiten una adecuada visuali-
zacion de los ejemplos planteados, sobre todo
en los capitulos cinco y seis.

Es importante mencionar que los ejemplos
son consultados de todas las fuentes biblio-
graficas, sin embargo, la mayoria estaban sin
resolver o con resoluciones poco detalladas.
Ademas, las figuras son de elaboracién propia,
algunas pocas a partir de la bibliografia y
fueron hechas usando el software GeoGebra,
ya sea en dos dimensiones o tres dimensiones,

para luego ser ligeramente remozadas en

Inkscape. Ambos programas son de uso libre.
Solo la figura 6.3 fue elabora en el paquete
computacional Mathematica, no obstante,
esta ultima aplicacion fue de gran apoyo para
corroborar las respuestas de algunos ejemplos
y ejercicios.

Asimismo, con la finalidad de asimilar de
mejor forma los contenidos, el texto cuenta
con listas de ejercicios propuestos en los
diferentes capitulos, cuyas respuestas, casi en
su totalidad, pueden ser consultadas en el
capitulo siete.

Es significativo aclarar que los conoci-
mientos previos para comprender el material
presentado en este trabajo son sobre el
calculo diferencial e integral en una variable,
topologia basica en R", los sistemas de
ecuaciones lineales, las matrices, las rectas
y planos, las coénicas y las superficies
cuadraticas bésicas. Sin embargo, algunos
aspectos bésicos de algunos de estos temas se
pueden consultar en el apéndice.

Finalmente, se indica que las partes del
texto tienen numeracién decimal. Asi, la
seccion H.2. es la segunda seccion del capitulo
5. La seccién 5.2.4. es la cuarta seccién de
la seccion 5.2. Ademas, las definiciones, los
teoremas, las figuras, las observaciones y los
ejemplos tienen una numeracién consecutiva
de un solo decimal segin el capitulo. Por
ejemplo, la figura 5.8 representa la octava
figura del capitulo 5. De igual manera, y con
el fin de buscar las respuestas de los ejercicios
de forma maés sencilla, la numeracién de estos
se presenta de manera consecutiva a lo largo
de todo el libro.
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Capitulo 1

Cilindros, conos y superficies de revolucion

1.1. Cilindro

Definicion 1.1 (Cilindro) Un cilindro es una superficie formada por una familia de rectas
paralelas llamadas generatrices, que pasan por los puntos respectivos de una cierta curva directriz.
Si la directriz estd sobre el plano y si la generatriz es perpendicular a dicho plano, se dice que es

un cilindro recto, de lo contrario, se llamara un cilindro generalizado.

Observacion 1.1 El cilindro recto con base circular, mostrado en la figura 1.1, es un caso par-
ticular del objeto matematico definido anteriormente. Por otro lado, la figura 1.2 hace referencia

a un cilindro generalizado.

[T T
i | 7
v Generatriz
mig Generatriz
Directriz |
Directriz 4/
Figura 1.1: Cilindro Recto Figura 1.2: Cilindro Generalizado

1.1.1. Ecuacion de un cilindro

Suponga que la directriz estéd dada por la interseccion de las superficies fi(z,y,2) =0y fa(x,y, 2)
0, donde @ = (uq, uz,us) es el vector director de la generatriz. Sea P(x,y, z) un punto de la gene-
ratriz y sea Q(xo, Yo, 20) el punto de interseccién de la generatriz que pasa por Py la directriz,

como lo muestra la figura 1.3.
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Pamt

N

Figura 1.3: Los puntos P y ) estan sobre la misma recta generatriz

Entonces, existe t € R tal que

o = X+ tuy
Yo = Y-+ tug )
20 = 2+ tU3

como Q(zo, Yo, 20) pertenece a la directriz, ) satisface las ecuaciones f1(zg, yo, 20) = 0y fa(xo, Yo, 20) =
0, de modo que se puede hallar la ecuacion del cilindro despejando el pardmetro ¢ del sistema

fl(l‘ —|—tu1,y + tILQ,Z +tU3) =0
fg(l‘ —|—tu1,y + tILQ,Z +tU3) =0

Ejemplo 1.1 Halle la ecuacién del cilindro que pasa por la curva directriz 22 + 4% 4+ 22 = 9,
x4y + 2z =3,y cuya generatriz es paralela a la recta r =y = 2.

Solucion: Note que un vector director de la generatriz es @ = (1,1,1). Sean P(z,y,2) y

Q(z0, Yo, 20) los puntos descritos anteriormente, con ello existe ¢t € R tal que:

rog — T+t
yo = y+t (1)
zZ0o = z+t

Como @ estd en la directriz se cumple que

2).

g+ ys+25 =9
To+ Yo+ 20 =3
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Luego, sustituyendo (1) en (2) se obtiene:

(z+t)+ @+t +(z+0)? = 9 (3
rHtdy+t+z+t = 3 (4)

Se procede ahora a despejar el parametro t de la ecuacién (4), dando como resultado
t = —%(m +y + z — 3) y sustituya este valor en la igualdad (3), obteniendo la ecuacién del

cilindro buscada a continuacion:

(2x—y—z—|—3)2+(—x+2y—z—|—3)2+(—:E—y—|—22—|—3)2:81.

Ejemplo 1.2 Halle la ecuacién del cilindro con directriz

c. 2?4yt —22 = 9
' r+y+z = 1

y con generatrices perpendiculares al plano 2x +y — 2z = 1.

Solucion: Observe que @ = (2,1, —2) es un vector director de la generatriz!. De forma similar al

ejemplo pasado, sean P(z,y,2) y Q(xo, Yo, 20) los puntos descritos anteriormente, con ello existe
t € R tal que

rg = x4+ 2t
v = y+t (1)
zg = z—2t

y dado que @ esta en la directriz se tiene que

w4yt —25=9
To+yo+z=1

(2)-
posteriormente, sustituyendo (1) en (2) se obtiene

(r+202+(y+t)? —(z—2t)2=9 (3)
T2+ ytttz—2t=1 (4)

'Recuerde que dado el plano az + by + cz = d, su vector normal @ = (a,b,c) es perpendicular a dicho
plano.
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Es claro que de la igualdad (4) t = 1 — x — y — z, lo cual se sustituye en (3) y resulta
la ecuacién buscada siguiente:

2—2—-2y—22%+(1—-2—2)%—(2—-22—2y—32)2=0.

Ejemplo 1.3 Determine la ecuacién de la superficie cilindrica con directriz

C:{y = (z—-1)°

z = x—1

y generatriz paralela a la recta z — 22 =0, y = 2.

Solucion: El vector director de la generatriz estéd dado por @ = (2,1,1). De forma andloga a los

ejemplos anteriores se obtiene el sistema

y+t = (z+2t—12 (1)
24+t = v+2t—-1 (2)

De (2) se tiene que t = —x 42+ 1 y se cambia en (1). Con ello la ecuacién del cilindro solicitada
corresponde a
—24y+tz+1l=(—2+22+1)>2

Ejemplo 1.4 Hallar la ecuaciéon del cilindro que tiene por directriz la circunferencia
2?2 + 9% =9, z = 0 y generatrices paralelas a la recta resultante de la intersecciéon de los planos
dy—2=2y —3z+z=>5.

Solucion: Observe que primero se necesita el vector director de la generatriz, el cual posee la

misma direcciéon que el vector director de la recta de interseccién entre los planos z = 4y — 2 y
z = 3x + 5. Dicha recta esta dada por

. dy—z = 2
| 3z+z =5
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0 4 -1
-3 0 1

_5
De aqui se obtiene la matriz? 3

), cuyo conjunto

= ol

2 ) < 10 -
~ 1
5 01 — 3
., 5 1 1 1
de solucién es S = {<—§ + gs, 5 + ZS’S) 1S € R}. Con ello, la recta [ en su forma vecto-

5 1 11
l. (l‘,y,Z)— <—§,§,O> +S<§7Z_l’1) .

Asi el vector director estd dado por

rial es

T 1 ). Para evitar fracciones, tome otro vector paralelo
al hallado, en particular sea @ = (4, 3,12). Luego, siguiendo un proceso idéntico a los ejemplos
anteriores se obtiene que la ecuacion cilindrica buscada es

-3

Observacion 1.2 Para reconocer si la ecuacién de una superficie con tres variables representa

una superficie cilindrica, se procede de la siguiente forma:

1. Se interseca la superficie de manera conveniente con alguno de los planos coordenados para
desaparecer una de las variables, obteniendo una curva que serd llamada curva C (si la

superficie es cilindrica la curva C serd una curva directriz).

2. Debe existir un vector de la forma @ = (a, b, 1) que sea paralelo a la generatriz del cilindro
con curva directriz C (en dicho vector 4 siempre es posible reducir alguno de sus componen-
tes a la unidad ya que los vectores directores son paralelos entre si, en este caso se redujo
a la unidad la tercera componente).

Ejemplo 1.5 Verifique si la ecuacién 23 — 3222 + 3222 — 22 + 2z —y = 0 representa una superficie

cilindrica.

Solucion: Interseque la superficie dada con el plano coordenado z = 0, de donde se obtiene la

C:{x?’—y =0
z =0

Suponga que esta curva C es la directriz de una superficie cilindrica. A partir de ello, sea 4 =

curva

(a,b, 1) el vector director de la generatriz. Luego, siguiendo el esquema para encontrar la ecuacién
cilindrica, sea P(z,y, z) un punto de la generatriz y sea Q(xo, yo, 20) el punto de interseccién entre
la generatriz que pasa por P y la directriz, asi existe ¢t € R tal que:

2Para obtener su forma escalonada reducida se usa el método de eliminacién de Gauss-Jordan.
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T9 = x+at
yo = y+bt (1),
2o = 2+t

vy dado que Q) esta en la directriz se tiene que

{ffg—yo =0 (2).

ZOZO

Sustituyendo (1) en (2) se obtiene

(x+at)>—(y+bt) = 0 (3)
z4+t = 0 (4

De (4) es evidente que t = —z, al sustituirlo en (3) y simplificando se tiene

2

23— 3az’z + 3d%x2? — a®2 + bz —y = 0.

Al comparar dicho resultado con la superficie 23 — 322243222 — 23+ 2 —y = 0 dada originalmente,
se concluye que a =1y b =1, con ello ¥ = (1,1, 1) y efectivamente dicha superficie es cilindrica.

Ejemplo 1.6 Considere la superficie 22 — 42z 4+ 422 — 32z + Tz — y + 3 = 0. Verifique dicha
superficie es cilindrica.

Solucion: Siguiendo el esquema del ejemplo anterior, al intersecar la superficie con el plano

coordenado z = 0, resulta la curva

2 _ 9, _ — 3\ _ ,_3
C:{x St—y+3 8 o bien C:{(m 2) Y~1

z = z =0
El resto del proceso es anédlogo al ejemplo anterior, al final se obtiene la superficie
2? — 2axz +a*z —3v + (3a+b)z —y +3 =0.

Este resultado se compara con la superficie 22 — 42z + 422 — 32 + 7z — y + 3 = 0, de donde se
infiere que a =2y b =1, asi ¥ = (2,1,1) y por tanto dicha superficie es cilindrica.
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1.2. Cono

Definicion 1.2 (Cono) Un cono es una superficie formada por una familia de rectas, llamadas
generatrices, que pasan por un punto fijo llamado vértice y por los puntos respectivos de una

curva directriz, como lo muestra la figura 1.4.

Directriz

Figura 1.4: Cono

1.2.1.  Ecuacion de un cono

Suponga que la directriz estd dada por la interseccién de las superficies fi(x,y,2) = 0y fa(x,y, 2) =
0y V(x1,y1,21) es el vértice. Sea P(z,y, z) un punto de la generatriz y sea Q(xo, o, z0) €l punto
de intersecciéon de la generatriz que pasa por P y la directriz. Un vector director de la generatriz

es i = (r —x1,y — y1,2 — 21), entonces existe t € R tal que

o = T+ (l’ - Zlfl)t
o = yt+—wnt
20 = 2zZ-+ (Z - Zl)t

Como (@ pertenece a la directriz se tiene que

f1(xo0,Y0,20) =0
f2(20,y0,20) =0

entonces, se puede hallar la ecuacién del cono despejando el pardmetro ¢ del sistema

flz+@—a)ty+ (y—y)t, 2+ (z—21)t) =0
folz+ (x—z)ty+(y—yp)t, 2+ (2 —21)t) =0
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Ejemplo 1.7 Halle la ecuacién del cono con vértice (1,2, —3) y curva directriz

C:{xQ—i—yQ B 4.
z =0

Solucion: Sea P(z,y, z) un punto de la generatriz del cono y Q (o, yo, 20) €l punto de interseccién

de la generatriz que pasa por P y la directriz. Un vector director de la generatriz es @ = (z —
1,y — 2,2+ 3), entonces existe t € R tal que

rg = x4+ (r—1)t
o = y+y-2t (1)
20 = z+(2+3)t

Ademas, como @) pertenece a la directriz se tiene que

w+yy = 4
20 = 0

Sustituya (1) en (2), con lo cual se obtiene

@+ @@=t + @+ -2 = 4 (3)
24+ (z+3)t = 0 (4

—z
De la ecuacion (4) se despeja t teniendo como resultado t = Pt y esto se sustituye en (3),
z

La ecuacion del cono encontrada se puede simplificar quedando

obteniendo la ecuacion

(37 +2)* + (3y + 22)% = 4(z + 3)%.

Ejemplo 1.8 Encuentre la ecuacién del cono cuyo vértice es el centro de la superficie cuadrética
22 — % + 4z + 6y + 2% = 10,

y cuya directriz es el circulo 22 +y* +22 =9, v +y + 2 = 0.
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Solucion: Observe que el vértice del cono no estd dado de forma explicita, pero se obtiene de la

superficie cuadratica usando el proceso de completar cuadrados, esto es:

22—y +dr+6y+ 22 = 10

= (2?44 +4)—4— (P -6y+9)+9+22 = 10

= (r+2?—(y—30°+2> = 5
(r+2)2 (y—3)2 22

= — = =1
5 5 3

De esta forma se deduce que el centro de la superficie cuadrética es (—2, 3,0) que viene siendo el
vértice del cono. Siguiendo el mismo esquema de solucién del ejemplo anterior, se infiere que un
vector director de la generatriz es @ = (z + 2,y — 3, z), entonces existe t € R tal que

g = x4+ (x+2)t
Yo y+ =3t (1)
20 = 2+t

Dado que Q(xg, yo, 20) esté en la directriz del cono se cumple que

(2).

af+ys+25 =9
2o+ Yo+ 20=0

Luego, sustituya (1) en (2), obteniendo

4+ @+ + W+ =32+ (z+2t)2 = 9 (3)
z+(x+2)t+y+(y—3)t+z+z2t = 0 (4

—(z+y+2)

En (4) se deduce que t = ,
r+y+z-—1

lo cual se cambia en (3), y se concluye la siguiente

ecuacion del cono:
(zz+y+z-—1)—(z+2)(xz+y+2)?+@we+y+z—1)—(y—3)(az+y+2)*+zE+y+
z=1)—z2(x+y+2)=9z+y+2z—-1)>~%

Si se simplifica un poco se obtiene que dicha ecuacién es

Bz 42y +22)° + (B +2y +32)* + 22 =9(x +y + 2 — 1)~

Ejemplo 1.9 Determine la ecuacién del cono cuyo vértice es el centro de la esfera
22+ (y—2)% + (2 — 3)2 = 1 y cuya directriz es la curva

c 2?2 +y? —422 = 16
' z—y+z = 0
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Solucion: Note que el vértice es V(0,2,3). Siguiendo exactamente el mismo esquema del ejemplo

—r+y—=z
r—y+z-—1

2 2
9 —r+y—=z —r+y—=z
1+ — -2)| ——
’ ( +x—y+z—1> +(y+(y )(x—y+z—1)>

4 (z+(z—3) (%))2 — 16

Si se simplifica un poco se obtiene que

anterior, se obtiene que t = y que la ecuacién del cono que se debe encontrar es:

2?4 (22 — 3y +22)% —4(3x — 3y +22) = 16(x —y + 2 — 1)

Ejemplo 1.10 Determine la ecuacién del cono con vértice en el origen y con directriz la curva

22 2 22

. S+ 4+ =1

C: a2 b2 2 , con D # 0.
Ar+By+Cz+D = 0

Solucion: Sea P(x,y, ) un punto de la generatriz del cono y Q (g, 4o, z0) el punto de interseccién

de la generatriz que pasa por Py la directriz. Dado que el vérice es V(0,0,0), un vector director
de la generatriz es @ = (x,y, z), entonces existe t € R tal que

To = x+at
yo = y+uyt (1)
20 = 2+z2t

Luego, como @ pertenece a la directriz se tiene que

2 2 2
To Yo , %0
Z0, 90 . %0 _ 4
a2+b +02
A$0+By0+CZQ+D = 0

Al cambiar la ecuacion (1) en la (2) se tiene que

T + xt)? + yt)? + 2t)?
( 2)+(y y)+(z 2t)
a b2 c?

Alx+at) +Bly+yt)+C(z+2t)+D = 0 (4)

10
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—Ar—By—-Cz—D

Ax+ By +Cz
es conveniente simplificar la ecuacién (3) como sigue:

Asi, de la ecuacion (4) resulta que t =

. Antes de sustituir este resultado,

(x+at)?  (y+yt)? (24 2t)?
a? + b2 + c?

= A1+ )2 +a?Ay(1+ )2 + a?b?*22 (1 + 1) = a®b*c?

= (1+1)2(V*Pa? + d®’Py? + d*?2?) = a?b*? ().

—Ar —By—Cz—D

Ax+ By + C=z
la ecuacion del cono solicitada siguiente:

Con ello, proceda a cambiar ¢t =

en (5), simplifique un poco y se obtiene

D*(b*c*a? 4 a*?y? + a®b*2?) = a®b*c*(Axz + By + Oz)?,

o bien

:U2+y2+z2 _ (Ar+ By +Cxz 2
az b 2 D '

"
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1.3. Superficies de Revolucion

Se llama superficie de revolucién a aquella que se obtiene al girar una curva plana C alrededor
de una recta, llamada eje de revolucion, en el mismo plano, segin se aprecia en la figura 1.5.

Eje de
7 revolucion

Curva

Figura 1.5: Superficie de revolucion

1.3.1. Ecuacion de una superficie de revolucion

C: { fl(w,y,z) =0

Sea C la curva plana dada por

f2($>yaz) =0

que gira alrededor de la recta (llamada eje de revolucién) con ecuacion

Sea R(Z,%,Z) un punto fijo sobre [ y sea Q(z, yo, 20) un punto arbitrario sobre la curva C, un
punto P(x,y, z) estd sobre la superficie de revolucion si esta en la interseccién entre la esfera con

centro R y radio d(R, Q) y el plano perpendicular a [ y que pasa por @ tal y como se muestra
en la figura 1.6, entonces, se puede hallar la ecuacién de la superficie de revolucién despejando

de la siguiente forma:

Eje de revolucién

Curva

Figura 1.6: Generacion de una superficie de revolucion

12
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= Dado que @ esta en C, entonces se cumple que

f1(wo,90,20) =0 (1)
f2(w0,90,20) =0 (2)

= El plano descrito en la figura 1.6 es perpendicular al eje de revolucién dado por la recta [,
entonces se puede decir que dicho plano tiene ecuaciéon ax + by + cz = t, con t € R. Puesto
que Py @ estan sobre ese plano, entonces se satisface que

arg+byo+czg = t (3)
ar+by+cz =t (4)

» Observe que RQ ~ PR por el criterio de semejanza L — A — L, es decir, se tiene que
d(Q, R) = d(P, R), de donde resulta la igualdad

(00— TP + (0~ + (20— = (a— D+ (y-7*+ (=2 (3)

s De las ecuaciones (1), (2) y (3) se despeja los pardmetros xg, yo ¥ o en términos de ¢, con
estos resultados y usando las ecuaciones (4) y (5), se obtiene la ecuacién de la superficie

de revolucién.

Ejemplo 1.11 Encontrar la superficie de revolucién que se genera al girar la recta v — z = 1,
r —y+ 2z =0, alrededor del eje x =y = z.

Solucion: De acuerdo con la construccién de la ecuacién de una superficie de revolucién hecha

anteriormente, sea P(x,y, z) un punto arbitrario de dicha superficie y sea Q(xo, 3o, 20) un punto

sobre la recta C, de esta forma:

N
DN =
S—

To—20 = 1

ro—yo+z = 0

Observe que el vector director del eje de revolucién es @ = (1,1,1) y que R(0,0,0), es decir,
T =7 =72z =0. Con ello se tendria que

ro+yo+z =t (3)
rty+z =t (4

13
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Luego, la otra ecuacién viene dada por
Y+ =2 +y +22 (5).

De (1), (2) v (3) se forma la matriz siguiente:

0 —1|1 10 0|42
-1 1|0 |~fO010] %t |,
11 t 00 1|52
t+42 t t—2
es decir, xg = %, Yo = 3 y 2o = 0 Estos resultados se cambian en (5), quedando

— _— =X z
1 1 1 y
= 3t2 + 4 = 8(2% + y* + 2?)

Posteriormente, usando (4) se obtiene que la ecuacién buscada es:

3(x+y+ 2t +4=8u*+9*+ 2%

Ejemplo 1.12 Encontrar la superficie de revolucién que se genera al girar la curva recta

c 20 -3y+z = 0
] 3r—2y+42r = 17

-1 3- 6
alrededor del eje de revolucién z T = 2y = z—?i)— .

Solucion: Del eje de revolucién se determina que @ = (1,2,3) y que R(1,3,—6), es decir, T =

1,7 =3y zZ = —6. Luego, siguiendo el mismo esquema de soluciéon del ejemplo anterior se obtiene
las siguientes cinco ecuaciones:

200 —3yo+ 20 =0 (1)
3rg —2yg+ 4z =1 (2)
To+2yo+ 320 =t (3)
T+2y+3z=t (4)
( (o —1)°+ (g —3)*+(20+6)°=(x—1)°+(y -3+ (+6)> (5
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1.3. Superficies de Revolucion

De las ecuaciones (1), (2) y (3) puede formar una matriz con el fin de concluir que

10t — 11 —5t+7
xozT,yozt—lyZOZ 5

lo cual se cambia en la ecuacién (5), obteniendo
(10t — 16)2 + 25(t — 4)*> + (=5t +37)2 = 25((z — 1)* + (y — 3)? + (2 + 6)?)

178
:>6t2—?t+81:(x—1)2+(y—3)2+(z+6)2,

Luego, como z + 2y + 3z = t por la ecuacion (4), la ecuacién de la superficie de revolucién es

178
6(x+2y+3z)2—?(a:+2y+3z)+81:($—1)2+(y—3)2+(z+6)2.

Ejemplo 1.13 La hipérbola 22 — 22 = a?, y = 0 gira alrededor de la asintota z = z, y = 0.
Determine la ecuacion de la superficie de revolucion engendrada.

Solucion: El eje de revolucién tiene la forma [ : (z,y,2) = (0,0,0) + s(1,0,1) con s € R.

En este sentido, el vector director de dicho eje es @ = (1,0,1) y R(0,0,0). Con esta informa-
cién, y siguiendo la estructura de construccién de la ecuacién de una superficie de revolucion,

se forman las siguientes cinco ecuaciones:

13— 22 = a? (1)
Yo =0 (2)
To+2zo=1 (3)
r+z=t (4)
( B+ +2=22+y2+22  (5)

De (1) se tiene que 3 — z3 = a®

(w0 + 20)(z0 — 20) = @®

= t(xg — 20) = a? por la ecuacién (3)
2

a
= QL'():?—FZQ

t2 —a? 2+ a?
y con ello zg = T

Estos dos ultimos resultados, més el hecho de que yo = 0 por la ecuacién (2), se cambian en la

Este resultado se cambia en (3), con lo que se obtiene que zy =

15



Capitulo 1. Cilindros, conos y superficies de revolucion

ecuacion (5), como sigue:

2 g2 2 12 2\ 2
( Qta) +( —2:(1) =2 +y* + 2%

que al simplificar equivale a t* + a* = 2t2(a:2 + 9% + 22). Por ultimo, usando la ecuacién (4) en
este resultado se llega a la ecuacién de la superficie de revolucién buscada siguiente:

(x+2)* +a* =20z + 2)% (2> + y* + 22).

Ejemplo 1.14 Determine la ecuacién de la superficie de revolucién obtenida al girar la curva

C:{z—:rH—y’
y =1

alrededor del eje g = =

Solucion: El eje de revolucién es [ : (x,y,2) = (0,3,1) + s(2,1,—1), entonces @ = (2,1, —1)

y R(0,3,1). Tomando en cuenta los pasos de construccion de la ecuacién de una superficie de
revolucion, se obtienen las siguientes cinco ecuaciones:

(Z():Q?o-i—yo (1)
yo=1 (2)
200 +yo — 20 =1t (3)
e +y—z=t (4)

(5)

( 234+ (o —3)2+ (20— 1)? =2+ (y —3)? + (z — 1)?

De las ecuaciones (1), (2) y (3) se deduce que xg =t, yo = 1y 29 =t + 1, lo cual se cambia en
la ecuacién (5), quedando

P+1-324+t+1-12=22+(y—3)2+ (2 —1)?

=22 4+ 4=0+ (y—3)*+ (z — 1)~

Ahora, sustituya la igualdad (4) en el resultado anterior para obtener la ecuacion de la superficie

de revolucién buscada siguiente:

(2x—l—y—z)2+2:%(a:2+(y—3)2—|—(z—1)2).
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1.3. Superficies de Revolucion

Ejemplo 1.15 Determine la ecuacién de la superficie de revolucion, engendrada al girar la curva
y? = 4x, z = 0, alrededor de la recta x = —1, z = 0. Identifique y realice un dibujo de dicha
superficie.

Solucion: Note que el eje de revolucién es [ : (z,y,2) = (—1,0,0)4s(0, 1,0), es decir, @ = (0,1, 0)

y R(—1,0,0). Considerando los mismos pasos de construccién de la ecuacion de una superficie
de revolucién, se obtienen las siguientes cinco ecuaciones:

(Y5 = 4o (1)
20 = 0 (2)
Yo =1 (3)
y=t (4)

( (o +1?+y5+25=(@@+1)>+y?+22 (5)

2
A partir de las ecuaciones (1), (2) y (3) es claro yo = t, g = Y= 0. Cambie estos resultados

en (5) y use el hecho que y = t, asi se obtiene la siguiente superficie de revolucién:
(y* +4)? = 16(x + 1)* + 1622

Para proceder a dibujarla, bosqueje la curva plana

y la recta © = —1, 2 = 0, o lo que es lo mismo, la recta [ : (z,y,2) = (—1,0,0) + s(0,1,0).
Proceda a rotar la curva C sobre la recta [, obteniendo asi un dibujo aproximado de la superficie
de revolucién, segiin se muestra en la figura 1.7, la cual representa un hiperboloide de una hoja.

Figura 1.7: Dibujo aproximado de la superficie de revolucion solicitada

17



Capitulo 1. Cilindros, conos y superficies de revolucion

Ejemplo 1.16 Determine la ecuacién de la superficie de revolucién que se obtiene al hacer girar
el eje z alrededor de la recta x = g, y = 0. Diga que superfiice se forma al final y realice un

dibujo de esta.

Solucion: En este caso la curva es la recta que corresponde al eje z, que se puede ver como la

interseccion de los planos coordenados x = 0y y = 0, es decir,

C:{ rz=0
y=0

Luego, el eje de revolucion estd dado por [ : (z,y,2) = <g, 0, 0) +5(0,0,1), de donde se deduce

que @ = (0,0,1) y R <g, 0, 0). Considerando los pasos para construir la superficie de revolucién

se generan las siguientes cinco ecuaciones:

¢

Zo 0 (1)
Yo = (2)
zZ0 — t (3>
z = (4)
| (@0 —5) +uw+a=(r—-5)" +y*+2" (5
De estas cinco igualdades se deduce que
2 2 2 2
az%—zQ:(az—g) +y2+22:>az:<a:—g> + 7,

la cual es la ecuacién de la superficie de revolucién, que corresponde a un clindro recto de base
. . a a Ny
circular y de radio 5 centrado en el punto <§, 0,0, como lo muestra la figura 1.8. La ecuaciéon

del cilindro se puede simplificar més quedando % — ax + y? = 0.

Eje de revolucién

T

AN

(777

B e e L
.

(T TN

X
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1.3. Superficies de Revolucion

Ejercicios
Ejercicio 1 Determine la ecuacién del cilindro que tiene por directriz la curva

o )Py =09
' r—2z = 0

y generatrices paralelas a la recta x = z, y = 2z.

Ejercicio 2 Halle la ecuacién del cilindro que tiene por directriz la curva 22 + 42 =9, 2 =0y
generatrices paralelas a la recta z =4y — 2, z = 3x + 5.

Ejercicio 3 Encontrar la ecuacién del cilindro cuyas generatrices son perpendiculares al plano
2z + 3y + 42 = 0 y que tiene por directriz la curva plana z? + zy + y?> =0, z = 0.

Ejercicio 4 Halle la ecuacién del cono con vértice (1,0,2) y directriz la curva C de interseccién
de las superficies 2z + 2y — 2 = —2, z = 2% + 32,

Ejercicio 5 Determine la ecuacién del cono que tiene como directriz la curva 2 + y? + 22 = 16,
r+y—z =0y vértice el punto (0,0,5).

Ejercicio 6 Halle la ecuacién del cono con vértice en el punto (1,1,0) y con directriz la curva
c r+y—z = 0
| 22y t+rzdyr = 1

Ejercicio 7 Encontrar la ecuacién del cono cuyo vértice es el centro del elipsoide 3622 + 9y2 +
1622 —1442+18y+9 = 0 y cuya directriz es la interseccion de este elipsoide con el plano z+y = 0.

1 y—1 z-2 2 y—4
— Y =z gira alrededor del eje L B Ak )

Ejercicio 8 La recta I: ‘ 5

Determine la ecuacion de la superficie de revolucion engendrada.

Ejercicio 9 Halle la ecuacién de la superficie de revolucién generada al girar la curva

C:{wy = 107
y =0
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Capitulo 1. Cilindros, conos y superficies de revolucion

en torno al eje de revolucién [ : x —y =0,z = 0.

Ejercicio 10 Determine la ecuacién de la superficie de revolucién que se obtiene al girar la curva
(y —2)? =4(z + 3), 2 = 0, alrededor del eje z = —3, z = 0.

Ejercicio 11 Obtenga la ecuacién de la superficie de revolucién generada al girar

C:{x—i—y i 07

alrededor de la recta z ; = =

Ejercicio 12 Considere el circulo (z—5)% 4 22 = 9 sobre el plano y = 0. Muestre que la ecuacién
de la superficie de revolucién que se genera al hacer girar dicho circulo alrededor del eje z tiene

por féormula
(22 +y? + 2%)° = 68(2 + %) + 322 + 256 = 0.

Luego, escriba las férmulas de las curvas que se obtienen al realizar la interseccién de esta
superficie de revolucion con el plano z = 0.

Ejercicio 13 Determine la ecuacién de la superficie de revolucién que se forma al girar la curva

22 =1 — 2,y =0, alrededor de la recta que pasa por (1,0,0) y con direccién (0,0, 1).

Ejercicio 14 Halle la ecuacién de la superficie de revolucién que se obtiene al girar la recta

C:{3x+2y =5

z = 1

alrededor de la recta x — 3y +2 =0, z = 0.
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Capitulo 2

Funciones Vectoriales de Variable Real

2.1. Funciones vectoriales

Definicion 2.1 (Funcién vectorial) Una funcién vectorial de variable real es una aplicacién
de la forma f: R — R”™ tal que f(t) = (x1(t), z2(t), ..., z,(t)), donde z;(t) es una funcién real
de variable real para i = 1,2,...,n, llamadas funciones coordenadas.

Observacion 2.1 En particular, si f : R — R3 se denota f(t) = (x(t),y(t),2(t)) o bien
F(t) = z(t)i+y(t)j+2(t)k, considerando que i = (1,0,0), 7 = (0,1,0) y k = (0,0, 1), denominados
vectores canénicos de R®. En este caso se dice que f(t) se escribe como combinacién lineal de los

vectores candnicos.

Ejemplo 2.1 Las siguientes son funciones vectoriales de variable real.
1. f:R — R3 tal que f(t) = (2cost, —sent,t).

2. f:R — R™ tal que f(t) = P + tu, con 4 un vector director y P un punto, ambos en R".

Ejemplo 2.2 Sea f:R —s R3 tal que f(t) = (t + 2)i + (22 — 3)] + t3k.
1. Calcule los vectores f(—1) v f(2).

2. Para qué valores de ¢ el vector de posicion f(t) estd sobre uno de los planos coordenados.
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Capitulo 2. Funciones Vectoriales de Variable Real

Solucion:

1.

2.

2.1.1.

Observe que

1Bk = i—j—k=(1,-1,-1).

f(=1) (—142)i+ (2 (-1)> = 3)j +(
+ (2% = 4i+55+8k=(4,5,8).

f2) = 2+2)i+(2-(2)°-3)

Para que los puntos de f(t) estén sobre el plano zy (o bien el plano z = 0), entonces el
componente que acompafia al vector k debe ser cero, es decir, t3 = 0, lo cual arroja el valor
det =0.

Similarmente, para que los puntos de f(¢) estén sobre el plano zz (o bien el plano y = 0),

entonces el componente que acompana al vector j debe ser cero, esto implica la igualdad,

2t2 — 3 =0, lo que da como valores t = i\/g.

Usando el mismo razonamiento, se infiere que ¢ = —2 para que f(¢) esté sobre el plano yz
(o bien z = 0).

Operaciones con funciones vectoriales

Definicion 2.2 (Operaciones con funciones vectoriales) Sean 7, f : R — R" dos funciones

vectoriales de variable real y sea o : R — R una funcién real de variable real (también llamada

funcién escalar), se define

1.

(r+ f)(t) = r(t) £ f(2).
(af)(t) = alt)f(t).
(r x f)(t) = r(t) x f(t), para n = 3, donde x es el producto vectorial o cruz en R3.

(r- f)(t) =r(t)- f(t), donde - es el producto escalar o punto en R™.

Ejemplo 2.3 Sean r, f : R — R? dos funciones vectoriales tales que 7(t) = (t2,t,—sent) y

f(t) =

(t,1/t,5), calcule (r x f)(t) y (r- f)(¢).
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2.1. Funciones vectoriales

Solucion: Para (r x f)(t) note que

i 7k
t
(rx fYt)=r{t)x ft)=|t* t —sent :<5t+%,—5t2—tsent,t—t2).
t 1 5
t

Luego, para (r - f)(t) se tiene que

(r- f)(t)=r(t)- f(t) = (t*,t, —sent) - (t, %,5) =3 +1—5sent.

2.1.2.  Limite de una funcion vectorial

Definicion 2.3 (Limite de una funcién vectorial) Sea f : R — R" tal que f(t) =
(x1(t), x2(t), ..., xy(t)), el limite de f cuando ¢ tiende a ¢ € R es

lim f(t) = (Hm £ (), 1im s t), .. ,%imxn(t)> ,

t—c —c

siempre que %im x;(t) exista para i =1,2,...,n.
—C

Ejemplo 2.4 Sea f:R — R? definida por f(t) = (SGI;(tSt), Tts, — Cos t), determine zleﬁ% f(t).
H

Solucion:

t—0 t—=0 2t t=0 ¢t 't=0 2

lfm f(t) = (Hm 5en(3) iy \/t_g,lim(— cost)) - (30,-1) .

Observacion 2.2 En relacién con los limites de una funcién vectorial se tienen los siguientes

puntos:
1. Se puede dar una definicién similar para los limites laterales.
2. Una funcién vectorial f: R — R"™ es continua en ¢ si 2ltim f@&) = f(eo).
—c

3. Muchas de las definiciones y resultados conocidos para funciones escalares se extienden de

manera anadloga a funciones vectoriales.
4. Algunas propiedades importantes, para r y f funciones vectoriales, son:

a. limr(t) =L & %im |r(t) — L|| = 0.
—cC

t—c
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b. limr(t) =L = %1_1}1{1: lr ()| = || L]|-

t—c

c. lim(r x f)(t) = (mr(t)) X <lim f(t)).

t—c t—c

t—=c t—=c t—=c

d. lm(r- f)(t) = (limr(t)) : (lim f(t)).

2.1.3.  Derivada de una funcion vectorial

Definicion 2.4 (Derivada de una funcién vectorial) Sea f : R — R" tal que
f@t) = (z1(t), 22(t),. .., 2,(t)), la derivada de f(¢) cuando t = a € R, denotada f'(a), se de-

fine como el limite A B — fa)
+n)— fla
/ — 1/ a
flo) =l =

si este existe.

Teorema 2.1 Sea f: R — R” tal que f(t) = (21(t), 22(t), ..., 2,(t)), si 24(t) es derivable para
1=1,2,...,n, entonces

f(t) = (@1 (1), w3(t), . . ., 2, (1)
Ejemplo 2.5 Sea f:R — R? tal que f(t) = (In(¢?), e, cost), calcule f'(t), f"(t) y f"(t).
Solucidn:
") = __3 25 =5t __ t
w fU(t) = 2 20e T, —eost ).

« (1) = (t%’ —1256_5t,sent).
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Teorema 2.2 Sean r, f : R — R™ funciones vectoriales de variable real, @ : R — R una
funcién escalar y £ € R una constante, entonces

L (r+ £)(t) =r'(t) + F(t).

2. (r- f)(0) =7'(t) - f(t) +r(t) - f' (D).

3. (rx f)(t) = (1) x f(t) +r(t) x f(t), con n=3.
4. (ar)(t) = o' (t)r(t) + a(t)r ().

5. (kr)(t) = kr'(t).

6. Regla de la cadena [r(a(t))]'(t) = r(a(t))a/().

Ejemplo 2.6 Seanr, f: R — R3 tales que r(t) = (2t2,-3,0) y f(t) = (1,£,t*) ysea a : R —
R tal que a(t) = 3, calcule (r- f)'(t), (r x f)'(t) vy [r(a(t))]".

Solucion:

o (r- f)(t) =) f(t) +(t) - f1(t) =4t —3.

s (rx f)(t) =1"(t) x f(t) +r(t) x f'(t) = (4£,0,0) x (1,¢,t2) + (2t%,-3,0) x (0,1,2t) =
(0, —4t3,4t2) + (—6t, —4t3, 2t%) = (—6t, —8t3, 6t2).

» [r(a®)) = [r()]) = [(2t°,=3,0)] = (12¢°,0,0).
Otra forma es usar la regla de cadena, esto es:

[r(#®)] = () () = (4t3,0,0) - 3t* = (12¢°,0,0).
2.1.4. Integral de una funcion vectorial

Sea f: R — R™ tal que f(t) = (x1(t), z2(t),...,z,(t)), suponga que x;(t) es integrable sobre

[a,b] para i = 1,2...,n, entonces la integral definida de f sobre [a, b] estd dada por
b b b b
/ ft)dt = (/ x1(t) dt,/ xo(t) dt,...,/ zp(t) dt) .

1
Ejemplo 2.7 Sea f:R — R? tal que f(t) = <3t,t2, rlﬁ), calcule / f(t)dt.
0

25



Capitulo 2. Funciones Vectoriales de Variable Real
Solucion:
1 1 ; 1 ) 1 1
Hdt = 3tdt, | t°dt, | ———=dt
f o = ([ o [ [ o)
3t =1

=1 3 t=1 t
,—| ,arctan(t)
In3|,_, 3

=0
_ (21
~ \In3'34)°

Teorema 2.3 Seanr, f: R — R" y sea k € R, entonces,

t=0

1. /ab(r+f)(t)dt:/abr(t)dt+/abf(t)dt.
2. /abkf(t)dt:k/abf(t)dt.

| [ rwal < [irena

2.2. Parametrizacion de una curva

A veces es util considerar las variables x, y y z que satisfacen la curva

C - fl(.%’,y,Z):O
. fQ(x,y,Z):O ’

como funciones reales de variable real, es decir, z = z(t), y = y(t) y z = 2(t) donde t € I C R,
siendo I un interavlo de R. En este caso, la nueva variable t se llama parametro, las funciones
r=ux(t), y =y(t) y z = z(t) se denominan ecuaciones paramétricas de la curva C y la funcién
vectorial r(t) = (z(t),y(t),z(t)) con t € I C R se llama parametrizaciéon de la curva C o bien,
ecuacién vectorial paramétrica de la curva C.

Ejemplo 2.8 Parametrice la curva rectilinea dada por
=1

C: { Ty .
r+z =1

Solucion: Note quey=1—2y 2=1—xz. Con ello, tome z = t, entonces y = 1 —ty z =1 —t.
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2.2. Parametrizacion de una curva

Asi, una parametrizacién de la curva es
r(t)=(t,1—t,1—1), teR.

También se puede escribir r(¢) = (0,1,1) + ¢(1, —1,—1), que correspode a la recta que pasa por
el punto (0, 1,1) con vector director (1,—1,—1).

Ejemplo 2.9 Parametrice la curva definida por
c r+2y—z = 1
| 3r+4y+z2 = 5

Solucion: Observe que la curva dada realmente es la interseccién de dos planos, de donde se

infiere que la curva corresponde a una recta. Para determinar una ecuacién paramétrica de dicha

12 —-1]1 10 3|3
34 1|5 01 —2[-1)"

de donde se deduce que x + 3z = 3 (es decir, z =3 —32) y y — 2z = —1 (es decir, y = —1 + 22).

recta, considere la matriz

Tome como pardmetro z = ¢, obteniendo la parametrizacion siguiente:
r(t) = (3 —3t,—1+ 2t,t),

con t € R. Asi, dicha recta pasa por el punto (3,—1,0) con vector director (—3,2,1).

Ejemplo 2.10 Determine una parametrizaciéon para el segmento de recta que va desde el punto
A(2,—1,3) hasta el punto B(1,3,—4).

Solucion: Usando teoria de Algebra Lineal, se tiene que la direccién del segmento AB viene dada
por el vector u = z@ = B—A=(-1,4,-7). Asi, una parametrizacion para el segmento dado es
T’(t) = (27_]-73) +t(_1747_7)

(2—t,—1+4t,3—Tt).

Note que t € [0, 1], pues si t = 0 se tiene que r(0) = (2, —1, 3), siendo este el punto inicial del
segmento AB, y si 7(1) se obtiene que 7(1) = (1,3, —4), siendo este el punto final del segmento
AB.
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Capitulo 2. Funciones Vectoriales de Variable Real

Observacion 2.3 En general, sean A y B dos puntos en R”, el segmento de recta con punto
inicial A y punto final B se puede describir mediante la parametrizacion r : [0, 1] — R™ tal que
r(t) = (1 — t)A + tB. Entonces, en relacién con el ejemplo 2.10, se tendria que el segmento AB

se puede parametrizar como

r(t) = (1—1)(2,-1,3)+ (1,3, —4)
(2—t,—1+4t,3—Tt) con t € [0,1].

Ejemplo 2.11 Parametrice la curva

Solucion: Sean z(t) = cost,y(t) = sent y z(t) = 0, que efectivamente cumple con las

ecuaciones de la curva C. Asi,
r(t) = (cost,sent,0)

con t € [0,27], es la curva parametrizada, la cual corresponde a una circunferencia centrada en

el origen y de radio 1 sobre el plano z = 0.

Ejemplo 2.12 Parametrice la curva

c. 22 + g2 a2
| 22+ = a?

donde a > 0.

Solucion: Tome x(t) = acost, y(t) = asent y z(t) = asent. Entonces una parametrizacion de

la curva corresponde a

r(t) = (acost,asent,asent), con t € [0,2n].

Ejemplo 2.13 Parametrice la curva dada por

Y+ z 1
C: 2., .2 .2
do* 4+ y* 4+ 2 —2yz+2y— 2z = 3
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2.2. Parametrizacion de una curva
Solucion: Note que z = 1 — g, lo cual se sustituye en 422 + y? + 22 — 2yz + 2y — 2z = 3, esto es:

4 + 2+ (1 —y)? =2yl —y) +2y —2(1—y) =3
= 4?42+ 1 -2y +yP -2+ 20+ 2y —2+2y =3
= 42 + 42 =4
= 2 4+y? =1

Con ello se induce que z(t) = cost, y(t) =sent y z = 1 —sent, donde ¢ € [0, 27], o bien

r(t) = (cost,sent,1 — sent).

Ejemplo 2.14 Parametrice la curva
y: = zz

Solucion: Del plano se obtiene que z = 2 — x, lo cual se sustituye en la superficie y> = 2z y se

completa cuadrados, esto es:

y2 = z(2-1)
= y4+a22-2r = 0
= P+ @@-17° = 1L

Luego, sea y(t) =sent y x — 1 = cost, es decir, z(t) = 1 4+ cost. Con ello, y dado que z = 2 — x,
se tiene que z(t) = 1 — cost. Asi, una posible ecuacién paramétrica para la curva C es
r(t) = (1 4 cost,sent, 1 — cost),con t € [0, 27].

Otra forma de parametrizar esta curva es hacer z = t, entonces x = 2 —t y ademds y? = (2 —t),
con lo cual
r(t) = (2—t,i 2t—t2,t),

donde 2t — 2t2 > 0, es decir, t € [0,2].

Ejemplo 2.15 Parametrice la curva de interseccién de la suferficie esférica z2 + y? + 22 = 25
con el plano 2x +y — 2z = 0.
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Capitulo 2. Funciones Vectoriales de Variable Real

Solucion: Del plano se despeja la variable z, esto es z = 2z +y, lo cual se sustituye en la ecuacién

de la esfera y luego se procede a completar cuadrados, como sigue:

R

La ecuacién (1) obtenida sugiere que

\/gcost
\/gsent

22+ 9% + (22 + y)?
5% + day + 2y°

T +§xy+5y
2’ + 509 + (5 ) (2y)" + 2y
($+5y) ——y “+ 5y

V5 cost — 2\/§sent
5\/§sent

con t € [0,27].

Ademas, con este resultado y puesto que z = 2z + y, se obtiene que

5
2(t) = 25 cost + \/%sent.

Finalmente, la parametrizacion solicitada de la curva es

r(t) = (\/gcost — 2\/§sent,5\/§sent,2\/gcost + \/gsent> ,

donde ¢t € [0, 27].

Ejemplo 2.16 Considere la curva

1. Pruebe que la curva C se encuentra sobre la esfera 22 + (y — 1)? + 2% = 1.

2. Parametrice la curva C usando z =t como parametro.

3. Pruebe que todo punto sobre el cono eliptico 22 + y? = 2

2 se puede expresar para algin

0 € [0,27] como (zcosf, zsend, z) y use esto para parametrizar la curva C en términos de

6.
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2.2. Parametrizacion de una curva
Solucion:

1. Para verificar que la curva C se encuentra sobre la esfera 22 + (y — 1)? + 22 = 1, basta con
sustuir las ecuaciones de C en dicha esfera y la igualdad se debe cumplir, esto es:

P+ (y-1>2+22 =
= 22492 -2y +1+22 =
= 22 =2y +1+ 22 =
= y—2y+1l+y =

pues 12 +y? = 22

_ 2
pues y = z°,

—_ = =

lo cual, evidentemente es verdadero, por lo que la curva C se encuentra sobre la esfera dada.

2. Sea z(t) = t, entonces y(t) = 2. Con ello, y la ecuacién x? + y* = 22, se deduce que
2+ (B =1 = 2% =121 - 1?).
Asi, x(t) = £[t|V1 —t2, con |t| < 1, o bien t € [—1,1]. Entonces, una parametrizacion de

la curva C es
r(t) = (£[t|V/1 — 2,8 1).

3. Sean z = zcosf y y = zsenf, entonces (zcosf)? + (z2senf)? = 22, esto demuestra que

2

todo punto sobre el cono eliptico 72 + y? = 22 se puede expresar como (z cosf, zsend, z)

para algun 6 € [0, 27
2

Para parametrizar la curva usando este hecho, note que si y = z*, entonces
zsen = 22
= z(senf —z) = 0
= z=0 o z=senb.

Tome z = sen §, entonces, para 6 € [0, 27[, la ecuacién paramétrica buscada es

7(0) = (sen f cos 6, sen” 0, sen 6).

Observacion 2.4 En algunas ocasiones es importante pasar de una curva parametrizada a tér-
minos de x, y, z, es decir, eliminar el pardmetro t. Para comprender este proceso, observe los
siguientes ejemplos.
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Capitulo 2. Funciones Vectoriales de Variable Real

Ejemplo 2.17 Exprese las siguientes curvas parametrizadas como la interseccién de dos super-
ficies de la forma

. { filz,y,2) = 0
fo(z,y,2) = 0
1. r(t) = (1 4+ cost,sent, 1 — cost), t € [0, 27].
2. r(t) = (2¢,21,0), t € R™.
3. r(t) = (t* —2,t/3,0), t € R.

4. r(t) = (3cost,4sent, tant), t € [F, 3].
Solucion:
1. Si # = 1 + cost, entonces cost = z — 1. De forma analoga, si z = 1 — cost, entonces

cost =1—z, por tanto x — 1 =1 — 2z, es decir, z + z = 2.
Luego note que xz = 1 — cos?t = sen?t = 2, es decir, xz = y>. Asi, la curva es

C:{$+Z = 22
Tz = y

2t+1

2. Observe que y_ ST 2, es decir, y = 2x. Con esto, la curva es
x

C:{y:2x
z =0

3. Como y = % = t = 3y, esto se cambia en z = t?> — 2, dando como resultado z = 9y? — 2.

C:{a: = 9y% -2
Z =

Entonces la curva es

0

4. Sean x = 3cost, y =4sent y z = tant. Observe que

3y  sent
dr  cost
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2.2. Parametrizacion de una curva

Por tanto se tiene que 3y = 4zz. La otra superficie es

1\> /1\* /1 > /1 2
(§x> + (Zy) = <§ . 3005t> + (4_1 -4sent) =1.
Asi, la curva buscada es

I2 2
C: ot ?1!_6 =1
dxz = 3y

Ejemplo 2.18 Determine la ecuacién del cilindro que tiene como directriz la elipse
r(t) = (cost,sent,cost +sent) con t € [0, 27|

y generatriz perpendicular al plano que contiene esta elipse.

Solucion: Note que primero se debe escribir la curva directriz como la intersecciéon de dos su-

perficies. Facilmente se obtiene que

. 22 +y? = 1 (Cilindro)
' r+y = =z (Plano)

La elipse es la interseccion entre un cilindro de radio 1 centrado en el origen y el plano z+y—z = 0,
es decir, dicho plano es el que contiene a la elipse, de esta forma se sigue que @ = (1,1, —1) es el
vector director de la generatriz.

Ahora, por la teorfa estudiada anteriormente, sea P(z,y, z) un punto de la generatriz y Q(zo, yo, 20)
el punto de interseccién de la generatriz que pasa por Py la directriz, entonces se tiene que existe
t € R tal que

rog = T+t
yo = y+t (1)
2o = z—1

Como el punto () esta en la directriz se cumple que

20 = o + Yo

Luego, sustituyendo (1) en (2) se tiene que

x4+t +@w+t)2=1 (3
z—t=x+t+y+t (4)
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Capitulo 2. Funciones Vectoriales de Variable Real

De la ecuacién (4) resulta que t = =22 y sustituya este valor en la ecuacion (3),

al simplificar un poco se obtiene la formula del cilindro siguiente:

(20 —y+2)° 4+ (—z+2y +2)2=09.

Ejemplo 2.19 Encontrar la superficie de revolucién que se genera al girar la curva
r(t) = (cost,sent,sent)

con 0 <t < 2m, alrededor del eje y = z, x = 0.

Solucion: Observe que la curva C se puede escribir como:
2 2 o o1
. { 4y = (Cilindro)

1
y—z = 0 (Plano)

De acuerdo con la construccién de una ecuaciéon de una superficie de revolucién estudiada an-
teriormente, considere un punto arbitrario P(z,y,z) de dicha superficie y sea Q(zo,yo,20) un
punto sobre la curva C, de esta forma:

gty = 1 (1)
Yo — 20 = 0 (2)

Luego, el eje de revolucién es [ : (z,y,2z) = (0,0,0) + (0,1, 1), de donde se sigue que @ = (0, 1,1)
y R(0,0,0), entonces:

Yo+z20 = T (3)
y+z =t (4)

También, la otra ecuacién viene dada por
vty + g =2yt + 22 ().

t 4—t°
De (2) v (3) se deduce que yo = zp = 2 lo cual se sustituye en (1), obteniedo que 23 = T

Estos resultados se cambian en (5), como sigue:

2 2 2
L) = e
4—t2 422 = 4(z2+ 9%+ 2?)
4412 = 42 +9% +2?)

44 (y+2)? = 4= +y*+2%) por (4).

P
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2.2. Parametrizacion de una curva

Esta dltima ecuacién es la formula de la superficie de revolucién buscada.

Ejercicios
Ejercicio 15 Considere la funcién f : R — R? tal que f(t) = (2,3t — 1,¢> — 2). Determine:

1. Los valores de ¢ tal que f(t) esté sobre 4. If2)|If(1).

los planos coordenados.

5. f(1) x f(=1).
6. £(0)- f(1) x f(2).

2. f(3) = f(2).
3. f(1)- f(3).

Ejercicio 16 Parametrice las siguientes curvas. En los ejercicios (2), (3) y (6) use una parame-

trizacion trigonométrica.

—2 -1 — 2242
1.0:{7” e 4_c;{2 oty
Tr =

2

v —4y+52 = 8 Y
2.2, .2 _ 2 0 2,2
9 C- x+y2+z2 a“,a > 5 C- z x+y2 ,
4y = ax z4+5 = (z—2)"+2y
— 9 2.2 .2 _
sl | Ty PR
4y +z2¢ = 2x+2y r—2y = 1
Ejercicio 17 Considere la curva C de interseccién entre el cilindro y? + 22 = 9 y el plano

3z — 10z = 0. Halle una parametrizacién trigonométrica de C denotada por r(t), luego encuentre
un punto sobre dicha curva tal que ||7/(¢)| = 3.

Ejercicio 18 Parametrizar los siguientes segmentos de recta, dado su punto inicial y punto final
respectivamente.

1. A(1,0,2) v B(3,4,1). 2. A(-1,3,0) y B(0,-2,1).

Ejercicio 19 Escriba las siguientes curvas parametrizadas como la interseccion de dos superficies.

Lrt)=(Wt—1,t+2,42+3),t>1.

2. r(t) = (1—2cost,3sent,sent — 4dcost+ 1), t € [0,27].
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3. r(t) = (cos?t,3sent, 1 +sen?t), t € [0, 27].

4. r(t) = (3t + 4,12 +t,t —2t%), t € R.

Ejercicio 20 Demuestre que la curva r(t) = (a cos®t, g sen’t, 5 sen? t), con t € R, se encuentra
sobre el plano £ 4 ¥ 4 2 = 1.

Ejercicio 21 Demuestre que la curva r(t) = (t2 +t+ 1,82 -1t + 2), con t € R, se encuentra
sobre el plano x —y — 2 = 0.

Ejercicio 22 Pruebe que la curva r(t) = (2—|— ost 4 sent o _ cost y sent g 4 %), con t €

[0, 27], se encuentra sobre la curva

C:{(a:—2)2+(y—2)2+(z—1)2 -1
r+y—2z = 2

Ejercicio 23 Verifique que la curva r : R — R3 tal que r(t) = (x(t),y(t), 2(t)) con z(t) =
art? + byt + 1, y(t) = agt? + bot + o v 2(t) = agt? + byt + c3, cumple con la igualdad

w(t) —cr y(t) —c2 z(t) —e3

a as as =0.
by by b3

Ejercicio 24 Dada la recta parametrizada por r(t) = (t + 1,3t — 2,2t — 1), halle el punto de
dicha recta que estd mas cerca del origen.
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2.3. Interpretacion de una curva parametrizada en el espacio

2.3. Interpretacion de una curva parame-
trizada en el espacio

Sea C una curva en el espacio con parametrizacién r : R — R3, r(t) = (z(t),y(t), 2(t)), general-
mente 7(t) se interpreta como el vector posicién de una particula que se mueve sobre la curva C
en el tiempo t, bajo esta interpretacion se dan las siguientes definiciones.

Definicion 2.5 (Vector velocidad, vector aceleracién y rapidez) Sea C una curva en el
espacio con parametrizacién r: I C R — R3, r(t) = ((t), y(t), 2(t)), si r es derivable en t = tg,
se define el vector velocidad a la curva C en t = ty como

v(to) = r'(to) = (' (t0), ' (t0), ' (t0)),

donde la rapidez de la curva r en t = tg se define como ||v(to)||. Ademaés, si r es dos veces derivable
en t = tg, se define el vector aceleracion a la curva C en t =ty como

alto) = r"(to) = (" (t0), y" (o), 2" (t0))-

r(t)

Y

Figura 2.1: Vector velocidad

Ejemplo 2.20 EI vector posicién de una particula es r(t) = (¢,2,¢3). Determine el vector veloci-
dad y la rapidez con la se mueve la particula en el punto (2,4,8).
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Capitulo 2. Funciones Vectoriales de Variable Real

Solucion: El vector velocidad esta dado por v(t) = r'(t) = (1,2t,3t?). Luego, note que en el

punto (2,4,8) se tiene que t = 2, asi v(2) = (1,4,12). También, la rapidez viene dada por

lo(2)]] = V/I6L.

Ejemplo 2.21 Considere una particula que se mueve sobre la curva hélice r(t) = (cost,sent, t).
Determine el vector velocidad, la rapidez y la aceleracién que experimenta la particula en todo

momento.

Solucion:

» La velocidad es v(t) = r/(t) = (—sent, cost, 1).

» La rapidez es ||v(t)|| = v/sen2t + cos2t + 1 = /2.

» La aceleracién es a(t) = r"(t) = (— cost, —sent,0).

Definicion 2.6 (Longitud de arco) Sea C una curva en el espacio con parametrizacién 7 :
la,b] — R™ y r tiene la primera derivada continua. Se define la longitud de C sobre [a, b] como

b
L@%=/|W@wﬁ-

Ejemplo 2.22 Determine la longitud de la curva C descrita por r(t) = (t2/2,Int,/2t) desde el
punto (1/2,0,/2) hasta el punto (2,1n2,2v/2).

Solucion: Primero observe que si ¢ = 1 entonces r(1) = (1/2,0,4/2) y si t = 2 se tiene que

r(2) = (2,In2,2v/2), por tanto t € [1,2]. Con ello, la longitud de arco se calcula a continuacién:
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2.3. Interpretacion de una curva parametrizada en el espacio

L) = / I (0l
- /2||<t,1/t,ﬁ>||dt
1

2 1
t2+t—2+2dt

212+ 1
viirtvt o

V]

/?

+

~ | = -
SN—

&

o |
_|_
=3
o~

t=1

+1n2 ~ 2,19315.

I
N W

Ejemplo 2.23 Determine la longitud de un circulo de radio a dado por

Solucion: Al parametrizar la curva dada se obtiene r(t) = (acost,asent,0), con t € [0,27]. Es

claro que 7'(t) = (—asent,acost,0), asi, la longitud del circulo dado es:

21
ey = [ I
0271'
= VaZsen2t + a2 cos? t + 02 dt

027r

= av/sen?t + cos? t dt
0

27
= / adt
0

t=2m

= at

t=0
= 2ra,

que efectivamente corresponde a la circunferencia de un circulo de radio a.

Definicion 2.7 (Vector tangente unmitario y vector normal unitario) Sea T
R — R? una funcién vectorial con /(t) # 0, entonces se define el vector tangente unitario
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como

(t) x
() x

(W] x () T'()
Ol <Ol IOl

r r
r r

Ambos vectores son ortogonales, es decir, T'(t) - N(t) = 0, como se puede observar en la figura
2.2.

Ejemplo 2.24 Sea C la curva hélice parametrizada por r(t) = (2cost,2sent, 3t), halle el vector
tangente unitario 7'(t) y el vector normal unitario N ().

Solucion: Observe que '(t) = (—2sent,2cost,3) y ||’ (t)|| = /13, entonces

(—2sent,2cost, 3).

~
—
~
SN—
S“»—l
w

Luego, T"(t) = \/%(—2 cost,—2sent,0) y | T7(t)|| = \/Lﬁ, asi el vector normal es:

T'(t 1
N(t) = HT/—Et;H = 5(—2cost, —2sent,0) = (—cost, —sent,0).

Por tltimo, puede notar que efectivamente T'(¢) - N(t) = 0.

Definicion 2.8 (Vector binormal) El vector binormal a una curva C en 7(t) es el vector definido
por
' (t) x r"(t)
O = ey cmp ~ TN,

donde T'(t) y N(t) son el vector tangente unitario y el vector normal unitario respectivamente,
segin se observa en la figura 2.2.
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2.3. Interpretacion de una curva parametrizada en el espacio

[
(1)

Figura 2.2: Vector tangente unitario, vector normal unitario y vector binormal

Ejemplo 2.25 Determine el vector binormal para la curva r(t) = (2cost,2sent, 3t) en el punto
(—2,0,3m).
Solucion: Para este caso se tiene que t = 7 ya que r(7) = (—2,0,37). Por el ejemplo anterior,

se tiene que T'(7) = ( ) y N(m) = (1,0,0). Entonces, el vector binormal en ¢t = 7 es

-2 3
07 T ==
V13 V13
(75 75)
"V13'V13)
Se puede notar que T'(w) - B(n) =0y N(x) - B(w) = 0.
Definicion 2.9 (Recta tangente, recta normal y recta binormal) Sear:I C R — R3
la parametrizacién de una curva C en el espacio y sea tg € I, entonces:

1. La recta tangente a C en r(tg), denotada por I, es la recta que pasa por r(ty) con vector
director T'(tp).

2. La recta normal a C en r(tp), denotada por Iy, es la recta que pasa por r(ty) con vector
director N (tp).

3. La recta binormal a C en r(ty), denotada por [p, es la recta que pasa por r(ty) con vector
director B(ty).
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Definicion 2.10 (Plano osculador, plano normal y plano rectificante) Sear: I C R —
R? la parametrizacién de una curva C en el espacio y sea ty € I, entonces:

1. El plano osculador a C en r(tg), denotado por 7o, es el plano que pasa por r(tg) con vectores
directores T'(tg) y N(to).

2. El plano normal a C en r(tg), denotado por 7y, es el plano que pasa por r(ty) con vectores
directores N(to) y Bl(to).

3. El plano rectificante a C en r(ty), denotado por 7, es el plano que pasa por r(ty) con
vectores directores B(tg) y T(to).

Observacion 2.5 Si se solicita la ecuacién cartesiana ax + by + cz = d de los planos 7o, 7n v

TR, observe que los vectores normales a estos planos son B(t), T'(t) y N(t), de forma respectiva.

Definicion 2.11 (Triedro Intrinseco) Sear : I C R — R? la parametrizacién de una curva C
en el espacio y sea tg € I. El triedro intrinsico a la curva C en el punto tg es el triedro trirectangulo
cuyos ejes son los vectores tangentes unitarios, normal unitario y binormal, como se aprecia en

la figura 2.3.

Figura 2.3: Triedro intrinseco

Observacion 2.6 Es importante tener presente los siguientes puntos:
1. A cada punto de la curva le corresponde un triedro intrinseco.

2. En la practica cuando se solicita el triedro intrinseco de una curva C parametrizada, solo
se limita a determinar lo vectores 7', N y B.

3. Al triedro intrinseco también se le conoce como Marco de Frenet.
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2.3. Interpretacion de una curva parametrizada en el espacio

4. El triedro intrinseco posee el plano normal, el plano osculador y el plano rectificante, segin
lo muestra la figura 2.3.

Ejemplo 2.26 Determine el vector tangente, el vector normal y el vector binormal en
el punto (1,1,1) de la curva

Luego, a partir de ello, escriba la recta tangente, normal y binormal en su forma vectorial
y el plano osculador, normal y rectificante en su forma vectorial, en el mismo punto y para

la misma curva.

Solucion: Al parametrizar la curva C (haciendo z = t) se tiene que r(t) = (¢,t,t?). Es claro que

t=1yaquer(l) = (1,1,1). Luego, r'(t) = (1, 1, 2t), entonces

P (14,1,2) zi(l,l,Z).

P 1L Ve

IO NS S
IO v2v2e +1

—~
—_

T(1)

1

Para determinar N (1), primero observe que T'(t) ,1,2t), entonces

1 -1 1
T(t) = — - — - 22+ 1732 4¢-(1,1,2) + — - (22 + 1)"Y2.(0,0,2),
(0= 5 Qe+ 1) (L120)+ 25 R+ 17 (0.0.2)
lo cual se evaltia en t = 1, esto es:
1 -1 1 1 1
71) = — —-——=-4-(1,1,2)+ —=-—-(0,0,2
W) = 55 g (ML T 5 (00.2)
i (112)+2 (0,0,1)
3\/6 ) ) \/6 P
R S
3\/6 ) 9
A partir de lo anterior se tiene que
2
T (1 —(—1,—1,1) 1
N(1) () _ 3v/6 = (-1,-1,1).

YV e e B F ERRV

— _[P@xr" (D] xr'(1)
T (1) >xr ()] xr (D]

!También se pudo haber usado la férmula N (1)
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Ademas, el vector binormal en t = 1 viene dado por:

i 7k
BO)=T()x N(I)= | - L =2 _(i_—lo)
SR \W2Ve

AV

Con los datos obtenidos se concluye que la recta tangente, recta normal y recta binormal, res-
pectivamente, son:

w lp:(z,y,2) = (1,1,1) + 51(1,1,2), donde s; € R.
v Iy (zyy,2) = (1,1,1) + s9(—1,—1,1), donde s € R.
v I (x,y,2) = (1,1,1) + s3(1,—1,0), donde s3 € R.

También, la forma vectorial del plano osculador, del plano normal y del plano rectificante, de
forma respectiva, son:

» 0 (2,y,2) =(1,1,1) +a1(1,1,2) + by (—1,—1,1), donde ay,b, € R.
w7y (z,y,2) = (1,1,1) + ag(—1,—1,1) + by(1,—1,0), donde ag, bs € R.
» p(x,y,2) = (1,1,1) +as(1,—1,0) + b3(1,1,2), donde a3, bs € R.

Observacion 2.7 Para el ejemplo anterior, observe que la ecuacién cartesiana del plano oscu-

lador, del plano normal y del plano rectificante, respectivamente, tienen la siguiente forma:

m 7o —y=0. s Ty T+ y+22=4. m TR —r—y+z=-—1

Ejemplo 2.27 Hallar la ecuacion del plano normal a la curva

2 2
_|_
CZ{Z o y )
Zz Yy

en el punto P(1,1,2). Haga un dibujo que muestre ambas superficies y la curva C.
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2.3. Interpretacion de una curva parametrizada en el espacio

Solucion: Para parametrizar la curva C, sea x = t, entonces y =t y z = 2t2, es decir, la curva

dada se puede parametrizar como 7(t) = (,t, 2t?). Ademés, note que t = 1 pues r(1) = (1,1,2).
Como no se solicita algin tipo de ecuacién especifica del plano normal, se va hallar la ecuacién
cartesiana, con base en ello basta determinar la direccién de T'(1), sin necesidad de normalizarlo.

Luego, r'(t) = (1,1,4t), de donde r'(1) = (1, 1,4). Entonces el vector tangente T'(1) tiene direccién
(1,1,4). Por tanto, la ecuacién cartesiana del plano normal es 7wy : z+y+4z = 1-1+1-144-2 = 10,
es decir:

my i x+y+4z = 10.

Un dibujo aproximado de la curva C se aprecia en la figura 2.4.

Figura 2.4: Curva C formada por la interseccién del paraboloide z = 22 + 32 y el plano x = y

Ejemplo 2.28 Dada la curva C : r(t) = (2cos?t,2costsent,2sent) con 0 < t < 27.
1. Determine la ecuacién cartesiana del plano normal a C en el punto (1,1,/2).

2. Compruebe que la curva C esta contenida en el cilindro S : 2% 4+ y? = 22 y también en la
esfera Sy : 2% + 9% + 22 = 4.

3. Sabiendo que la curva estd contenida en el cilindro S; : 22 + y? = 2z, halle otra parame-

trizacion de la curva C .
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Capitulo 2. Funciones Vectoriales de Variable Real

Solucion:

1. Observe que r (%) = (1,1, \/5), asi se tiene que ¢ = 7. De forma similar al ejemplo an-
terior, se debe hallar la direcciéon de T’ (%), sin necesidad de normalizarlo. Asi, 7/(t) =
(—4costsent,2cos’t — 2sen?t,2cost), de donde 7’ (%) = (=2,0,v/2). Con ello el vec-
tor tangente T (%) tiene direccion (—2,0, \/5) y la ecuacién cartesiana del plano normal
buscada es my : —2x + /22 = —2-1+O-1+\/§-\/§, es decir:

7TN:—2:E—|—\/§Z:O.

2. Basta probar que la curva dada por C : 7(t) = (2cos?t,2costsent,2sent) cumple con las
ecuaciones de Sy y S para cada t € [0, 27]. En efecto, en el cilindro S; : 22 +y? = 2z se
tiene que

22 +9y?> = (2cos’t)? + (2costsent)?
4costt + 4cos?tsen?t
4 cos® t(cos®t + sen?t)
= 4cos’t
2x.

De forma anéloga, para la esfera Sy : 22 4 y? + 22 = 4 se tiene que
42422 = (2P +y?)+ 22
= 4cos’t+ (2sent)?

= 4cos®t+ 4dsen?t
4.

3. Por la parte anterior de este ejercicio se deduce que la curva C es la interseccion del cilindro

Sy : 22 + 9% = 22 con la esfera So : 22 + 9% + 22 = 4, es decir

C:{ 22 42 2x

?+y 42 = 4
Al completar cuadrados en la ecuacién del cilindro se obtiene que (v — 1)2 +y* = 1, lo

que induce tomar z — 1 = cost = x(t) = 1 4 cost y tomar y(t) = sent. Estos dos tltimos
resultados se cambian en la ecuacién de la esfera y se obtiene z(t), esto es,

(1 +cost)® +sen’t + 22 =4 = z(t) = /2 — 2cost.
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2.4. Curvaturay torsion

Finalmente, otra parametrizacion para la curva C es

r(t) = (14 cost,sent,v/2 — 2cost) , t € [0,27].

2.4. Curvatura y torsion

La curvatura es una medida del cambio de direccion del vector tangente a una curva C, asi,
cuanto mas rapido cambia el vector tangente a medida que se desplaza a lo largo de la curva,
se dice que es mas grande la curvatura. La torsién es una medida del cambio de direccion del
vector binormal, en este sentido, cuanto mas rapido cambia la torsién, mas rapido gira el vector

binormal alrededor del vector tangente y méas retorcida aparece la curva.

Definicion 2.12 (Curvatura, circulo osculador, torsién) Sea r : I C R — R? la parame-
trizacion de una curva C en el espacio que admite segunda derivada, entonces:

1. La curvatura de C en el punto r(to) se define

) x (e
wllo) = )P

2. El circulo osculador de C en el punto r(ty) es el circulo que pasa por r(ty) con radio p = #ﬁo)

y centro en el punto C(tg) = r(to) + pN(to) (ver figura 2.5).

Figura 2.5: Circulo osculador
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Capitulo 2. Funciones Vectoriales de Variable Real

3. Si r admite tercera derivada, la torsién de la curva en el punto r(tp) se define

[r'(to) x r"(to)] - 7" (to)
[I7 (o) x " (to)[*

7(t) =

Observacion 2.8 Sobre la definicién anterior se debe valorar que:

1. El circulo osculador siempre esta sobre el plano osculador y su radio p se denomina radio

de curvatura.

2. Una férmula alternativa para calcular la torsion es

A VA
x// y// Z//
" " "
"z
£ =
"0 = Exar

donde = = z(t), y = y(t), z = z(t) y los vectores ¥, d@ son el vector velocidad y el vector
aceleracion respectivamente.

3. Si la torsiéon de una curva es diferente de cero entonces es una curva alabeada, de lo
contrario serd una curva plana o simplemente una curva no alabeada, que precisamente
son curvas contenidas enteramente sobre un plano. En este sentido, si una curva C es plana,

entonces el plano que contiene dicha curva es a la vez el plano osculador en todo punto de

C.

4. En R? si y = f(r) es una funcién real de variable real, entonces la curvatura en el punto
(x,y) se define como
/I’

ly
[+ (7
Si la curva estd parametrizada de la forma r(t) = (x(t),y(t)) con t € I C R, se usa la

_ 2@y"(t) — y'(H)2"()
[((£))? + (v (£))°]/>

k(z) =

formula

K(t)

48



2.4. Curvaturay torsion
Ejemplo 2.29 Determine la curvatura de la pardbola y = 22 para cualquier punto (z,y).

Solucion: Usando el punto cuatro de la observacién 2.8 no es dificil concluir que

k() = es la curvatura de la parabola dada en cualquier punto (z,y).

[+ 42232

Ejemplo 2.30 Considere la curva y = € con a € R. Calcule todos los valores de a para los

cuales la curvatura de esta curva, en x = 0, tiene maximo valor.

Solucion: Por el punto cuatro de la observacion 2.8 se tiene que la curvatura viene dada por

0,2 a4

[1+ a2e20x]3/2

k(z) =

a2

Al evaluar en x = 0 resulta que x(0) = m, con ello defina la funcién real de variable real
a

a2

f(a):m,

de la cual se va determinar sus valores maximos usando el criterio de la primera derivada. Para
ello, note que

a2-a?)  a(v2—-a)(V2+ a).

f/(a) = (1 +a2)5/2 - (1+a2)5/2

Es claro que los nimeros criticos son @ = 0 y a = +v/2. La tabla de monotonia viene dada por

—00—vV2 0 V2 40

a — | =9+ | +
V2—a |+ |+ | +0o-
V2+a| -0+ [+ |+
fla) [+][-]+]-
fla) |/ IN 7N

Segtin la tabla anterior la curvatura es maxima cuando a = 4/2.

Ejemplo 2.31 Sea C: r(t) = (cos?t,sent cost,sen? t). Determine la curvatura, la torsién

y la ecuacién del circulo osculador en el punto (1/2,1/2,1/2).
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Capitulo 2. Funciones Vectoriales de Variable Real
Solucion: Dado que r (%) = (1/2,1/2,1/2), tome ¢ = Z. Luego:
= Para la curvatura, observe que
r'(t) = (—sen(2t), cos(2t),sen(2t)) y que ”(t) = (—2cos(2t), —2sen(2t), 2 cos(2t)).

Entonces:

1.

() G G _IEL0D X 0200 _@02) _2vE_
1 EHOIE I=L0,DP WZ 2

» Para la torsién, primero se calcula r”(t) = (4 sen(2t), —4 cos(2t), —4 sen(2t)), asi:

(5 = (' (3) <" () -r" (1) _ (2,0,2)-(40,-4) 0 _,
4) B n 2

I G < (D IP 202~ v

Con este dato, y segtin el punto tres de la observacién 2.8, la curva C es plana.

1 1
= Para el circulo osculador, note que el radio es p = =71= 1. Ademés, el centro esta

<G
c(3)=r(3)+ev (3)-

Para el lector queda el célculo de T (%) = %(—1,0, 1)y N (%) = (0,—1,0). Con esta

~—

dado por la férmula

SE

informacién se determina que
T 111 1 11
—l=1=== 1-(0,-1,0)=1{=,—=,= ).
C<4> (2’2’2>Jr (0,-1,0) (2’ 2’2)
En este sentido, la esfera que contiene el circulo osculador es

(o)

Para obtener el circulo osculador, se necesita intersecar la esfera con el plano osculador,

para cuya ecuacion cartesiana se necesita la direccién del vector binormal en t = %, esto

47
€s: . . .
A A L
™ ™ T
o1 G| 2 b k|- (k)
4 1) \g O V2 V2

Con ello, y considerando que el plano osculador pasa por el punto (1/2,1/2,1/2), se

tiene que la ecuacién cartesiana del plano osculador es mp : * + z = 1. Por tultimo,
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2.4. Curvaturay torsion

el circulo osculador en su forma cartesiana estaria dado por:

A A

rT+z =

Otra forma de haber obtenido el plano osculador es deducir que la curva C parametrizada
por r(t) = (cos®t,sent cost,sent), en su forma cartesiana es

r+z = 1
C: { 9 )
Yy = xz
Dado que la curva es plana ya que la torsién es nula, y por el punto tres de la observacion
2.8, el plano osculador debe ser z + z = 1.

Ejemplo 2.32 Determine la curvatura y la ecuacién del circulo osculador en el punto (1,1,1)

2 _
C:{xQ_Z.
y = =z

encuentre la funcién vectorial r(t) que describe la curva C.

de la curva

Solucion: Note que es la misma curva del ejemplo 2.26, donde se toma x = ¢ para paramerizarla,

obteniendo la ecuacién r(t) = (¢,t,t?). Ademads, observe que t = 1. Luego,

Pt = (1,1,2t)
r(t) = (0,0,2)

Con esa informacion se tiene que la curvatura es

h(1) = (1) < "W 1(1,1,2) x (0,0,2)] 12, =2,0) _2v2 _ 1
I (D)]? 11, 1, 2)]]° 6v/6 6v6  3v3

En cuanto al circulo osculador el radio de curvatura es p = ﬁ = 3v/3. Ademaés, el centro

de curvatura es

1 -1 1
3v3'3v3 33

C(1)=r(1)+pN(1) = (1,1,1) + 3 3( ) =(0,0,2).

Entonces la esfera que contiene al circulo osculador es z2 + % + (2 — 2)? = (3v/3)? = 2T.
Posteriormente, se determina que la ecuacién del plano osculador es x — y = 0, por tanto la
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Capitulo 2. Funciones Vectoriales de Variable Real

forma cartesiana de la férmula del circulo osculador corresponde a

4+ 4 (2 —2)2=(3v3)2 = 27
r—y = 0

Ejemplo 2.33 Considere la ctibica trenzada

encuentre la funcién vectorial r(¢) que describe la curva C, luego muestre que la curvatura

v la torsién son iguales en todo punto.

Solucion: Sea 2 = t, entonces la parametrizacién de la curva C es r(t) = (t, t2, %t?’), cuyas

primeras tres derivadas son
r(t) = (1,2t,2t?)
r’(t) (0,2, 4t)
() = (0,0,4)

Con base en lo anterior,la curvatura es

i 7k
1 2t 2t
) [[7(8) x " (2] 02 4 [(4¢%, —4t, 2)]| 2
K = = = — .
I (@®)]? (L, 2¢,2¢2))3  [[(L,2¢,2¢2)]3  (2¢% + 1)
Por otro lado, se cumple que
) (r'(t) x r"()) - 7" (t)  (4t2,—4¢,2) - (0,0,4) 8 2
T = = = = .
|7’ () x r"(t)||? 1(4¢2, —4t, 2)|] 16t4 + 16t2 +4  (2t2+1)?

Se puede observar que la formula de la curvatura y la torsion son iguales para cualquier punto,

lo que permite culminar con el ejemplo.

Ejemplo 2.34 Determine la curvatura de la hélice r(t) = (acost,asent,bt) con a y b niimeros

no negativos.
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2.4. Curvaturay torsion
Solucion: Las primeras dos derivadas de r(t) son:

r'(t) = (—asent,acost,b)
r(t) = (—acost,—asent,0).

Para el lector queda verificar que r'(t) x r”(t) = (absent, —abcost,a?) y por tanto

17 (t) x " ()|| = vV a2b? sen? t + a2b cos? t + a* = V/a2b? + a* = av/a? + b2
Ademas se cumple que

3 3
|’ ()| = (\/@2 sen?t + a? C082t+b2> = (\/ a2—|—62> = (a® + b*)V a2 + 12.
Por ultimo, la curvatura de la hélice viene dada por

0 | () x r"(t)|| ava? + b? a
K(t) = = = :
POF  ~ @+R)Va P @+

2 2

Ejemplo 2.35 Considere la curva $—2 + ?2—2 =1con a > b.
a

1. Parametrice dicha curva usando coordenadas polares.

2. Muestre que la funcién de curvatura para esta curva es

ab
(aZsen?t + b2 cos?t)3/2’

r(t) =

2 2
x
3. Determine los puntos de mayor y menor curvatura sobre la elipse n + yz =1.
Solucion:
2 2
1. Tome z(t) = acost,y = bsent y z = 0, entonces la curva — + i 1 parametrizada
a

corresponde a
r(t) = (acost,bsent,0),

donde t € [0, 27].
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Capitulo 2. Funciones Vectoriales de Variable Real

2. Las primeras dos derivadas de 7(t) son:

r'(t) = (—asent,bcost,0)
r(t) = (—acost,—bsent,0).
Con ello se tiene que
7 ik
—asent bcost 0
) I’ () x r" ()| —acost —bsent 0 (0,0, absen?t + abcos? t)||
K — = —
|l (¢)]|? ||(—asent,bcost,0)] ||(—asent,bcost,0)]
10,0, ad)]| _ ab

" (=asent,beost, 0)[® ~ (aZsent + b2 cos? £)3/2
demostrando lo solicitado.

2 2

x
3. Para la elipse — + vo_ 1, note que a?> = 9 y b?> = 4, y usando el resultado anterior,

la funcién de curvatura de dicha elipse viene dada por

6
(9sen?t + 4 cos?t)3/2’

R(t) =
donde ¢t € [0,27]. Se va determinar los maximos y minimos de esta funciéon usando el
criterio de la primera derivada para funciones reales de variable real. Para ello, note que

—90sentcost
(9sen? ¢ + 4 cos?t)5/2

K'(t) =

Observe que (9 sen’t + 4 cos? t) 5/2 > (), entonces los tinicos puntos criticos en el intervalo
[0, 27] ocurren al hacer —90sentcost = 0, es decir, cuando t € {O, 5T, 37“, 27r}. La tabla

de monotonia esta dada por

-5 0 5 7 37” 2T 57”
—90 | = | = | = | =] = | =
sent | — |+ |+ | — | — | F
cost | + |+ | — | = |+ |+
Ky [+ ] — |+ — |+ |-
O |/ IN AN 7N

Segun la tabla anterior, la curvatura es méxima cuando ¢t € {0, 7,27} y es minima cuando

te (3.5}
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2.4. Curvaturay torsion

Ejemplo 2.36 Considere la curva parametrizada por r(t) = (—sent,cost,4cost) con t € [0, 27].

1.

Determine los dos puntos en el intervalo [0, 2] donde la curvatura de dicha curva es minima
y verifique que esos dos puntos evaluados en la curvatura tienen el mismo valor.

Escriba la curva que representa r(t) = (—sent, cost,4 cost) como la interseccién de dos

superficies.

Solucion:

1.

Las primeras dos derivadas de r(t) son:

r'(t) = (—cost,—sent,—4sent)
r(t) = (sent,—cost,—4cost).

Entonces se tiene que
i j k
—cost —sent —4sent

) |17 (&) x " (¢)|| sent —cost —4cost V17
K = —

I~ [[(—cost, —sent, —dsent)[> (\/71+16sen2t)3'

Ahora, se va obtener los minimos en el intervalo [0, 27] de la funcién curvatura

V1T

k(t) = , para lo cual observe que
(1+ 16sen? t)/?

/@'(t) B —48\/1_7$entcost
(14 16sen2t)5/2 "

Dado que (1 4 16sen?¢)*2 > 0, los puntos criticos en el intervalo [0, 27[ ocurren cuando
—48+/17sentcost = 0, que por el ejemplo 2.35 es cuando t € {0 2., 3—“} Usando el

’ 9
criterio de la primera derivada se concluye que la curvatura es minima cuando ¢t € {7, 37” )

L 1 <7r>_ 3T _1
uego es claro que k 5 =K 5 ) =17

. Tome v = —sent, y = cost y z = cost, de esta forma induzca que 22 + y?> = 1. Ademss,

) z
la otra superficie es y = 7 oo lo cual la curva buscada es

2 2 = 1
C:{ ¢ +y
d4y—z = 0
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Capitulo 2. Funciones Vectoriales de Variable Real

2.5. Parametrizacion por longitud de arco

Definicion 2.13 (Funcién de longitud de arco) Sea C una curva con parametrizacién 7 :
[a,b] — R3, la funcién de longitud de arco se define como

s(t) = / I )

Observacion 2.9 La longitud de arco puede ser usado como un pardmetro reescribiendo el
parametro t en téminos del pardmetro s, esta nueva parametrizacién puede ser mas adecuada
para estudiar el conjunto de propiedades geométricas de una curva. Se llamara a este proceso
reparametrizaciéon de la curva por longitud de arco y se denotard por r(s). Asimismo, la repa-
rametrizaciéon por longitud de arco simplifica significativamente los calculos de las componentes

del triedro intrinsico.

Ejemplo 2.37 Sea r: [0,27] — R? tal que 7(t) = (cos(3t), sen(3t), 4t). Halle una reparametri-
zacion por longitud de arco.

Solucion: Observe que 7'(t) = (—3sen(3t), 3 cos(3t), 4). Entonces se tiene que:

s(t) = / I )

t
= / V/9sen2(3u) + 9 cos?(3u) + 16 du
0
t

=/5du
0

= at.

De esta forma tome s = 5t¢, esto implica a su vez que ¢ = . Asi, la reparametrizacion

de la curva por longitud de arco es
r(s)=cos|—),sen | —|,—
5 ’ 5 ) 5 :

Ejemplo 2.38 Sea r: [0,27] — R3 tal que r(t) = (acost,asent, bt). Halle una reparametriza-
cion por longitud de arco.

Solucion: La derivada de r(t) es 7/(t) = (—asent,asent, b). Entonces:

56



2.5. Parametrizacion por longitud de arco

s(t) = / I+ () s

= / Va2sen2u + a2 cos? u + b2 du

= / a? 4+ b2 du

= tva? + b2

s
Con ello s = tva? + b2, con lo cual se deduce que t = VL2 Entonces la reparametrizacion
a® +
de la curva por longitud de arco es

r(s) = (acos <L> ,bsen( i ) , bs ) .
Va2 +b? Va2 +102) Va2 + 12

Observacion 2.10 Para una curva reparametrizada por logitud de arco r(s), se tiene que:
1. El vector tangente unitario en el punto r(sg) es T'(so) = 7'(s0).

2. La curvatura en el punto r(sg) es x(so) = ||r"(s0)]-

3. El vector normal unitario en el punto r(sg) es N(sg) =

4. El vector binormal en el punto 7(sg) es B(sg) = T'(s0) X N(so).

Ejemplo 2.39 Usando reparametrizaciéon por longitud de arco, verifique que una recta en R3

tiene curvatura igual a cero.

Solucion: Suponga que la recta pasa por el punto (20, %0, 20) v tiene vector director (a,b,c),

entonces la recta se parametriza como r(t) = (zo + at, yo + bt, 2o + ct) con t € R. Entonces

s(t) = / I ()

= / a? +b% + 2 du
0
= tVa®+ b+ 2.

S

Vaz+ 02+ 2’

De modo que t = con lo cual la reparametrizacién por longitud de arco de la curva

€s

r(s) = (ar + & + bs 20 + il )
CTVerera Varrre VT Vairtr )
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Capitulo 2. Funciones Vectoriales de Variable Real

Luego, por la observacion 2.10, la curvatura estda dada por

K(s) = [Ir"(s)l
= 1(0,0,0)]]
= 0.

Teorema 2.4 Sea P una particula con posicién r(¢) en el tiempo t y sea s = s(t) el parametro
de longitud de arco. Entonces

a(t) = %«T(s)m- (%>2~N(s)

2 | y ds”
donde ap = el es el componente tangencial de la aceleracion y ay = & - o es el componente

normal de la aceleracién.

Teorema 2.5 Sea P una particula con posicién r(t) en el tiempo ¢, el componente tangencial
de la aceleracién de la particula en el tiempo ¢ estd dado por

0

v el componente normal de la aceleracién de la particula en el tiempo t estd dado por

_ @ <@l

anlt) = T = o) N).

Ejemplo 2.40 EI vector de posicién de una particula en el tiempo ¢ (en segundos) es
r(t) = (t,t2,t%), halle ar(t) y ax(t) para todo momento t.

Solucion: Las primeras dos derivadas de r(t) son

r(t) = (1,2t 3t?)
() = (0,2,6t)
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2.5. Parametrizacion por longitud de arco

Por el teorema 2.5 se tiene que el componente tangencial de aceleracion es

e T
A O
4t 4 18t

V1 + 482 + 94

Ademas, por el mismo teorema 2.5 el componente normal de aceleracion es

[[7'() x " (¢)]]
@

(612, —6t,2)]|

V1442 + 94

2v/1 4+ 9t2 + 94

VI+4Z + 9%

aN(t)

Ejemplo 2.41 El vector de posicién de una particula en el tiempo ¢ (en segundos) es
r(t) = (In(t), v2t,t%/2), halle ar(t) y an(t) en el punto (0,v/2,1/2).

Solucion: Observe que t = 1 y ademés que:
Pty = (1/t,V2,t) = (1) = (1,v/2,1)
r(t) = (=1/t3,0,1) = "(1) = (-1,0,1).

Luego, no es dificil concluir que

()"l 0
0= 2"

v que ademas

@ x " ) I(V2,-2,V2)) 2v2
CLN(t) HT’/(l)H B 2 2 _\/i
Ejercicios

Ejercicio 25 Una particula se mueve con la funcién de posicién r(t)

(V2t%,e*,e7). Halle
la velocidad, la rapidez y la aceleraciéon de la particula.

Ejercicio 26 Una particula se mueve con la funcién de posicién 7(t) = (\/t +1,2¢,1 — t) con
t € [0, 5]. Halle la velocidad y la rapidez en el punto P(v/5,8, —3).
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Capitulo 2. Funciones Vectoriales de Variable Real

Ejercicio 27 Considere la curva r : [0,27] — R2 tal que r(t) = (acost,bsent) con a y b
constantes positivas. Muestre que r(t) es perpendicular a v(t) para todo t € [0,27] si y solo si
a=b.

Ejercicio 28 Halle el valor de ¢ para el cual el vector velocidad de la curva r(t) = (2t2+1, 3t —2)
sea paralelo al vector (2, —1).

Ejercicio 29 Determine los puntos en que el vector velocidad a la curva descrita por r : R — R3
tal que r(t) = (3t — t3,3t2, 3t +t3), es paralelo al plano 3z +y + 2z = 5.

Ejercicio 30 Considere la curva de interseccién entre la esfera 22 + 2 + 22 = 1 con el plano
x + z = 0. Parametrice dicha curva y halle su longitud de arco.

Ejercicio 31 Determine la longitud de arco de las siguientes curvas.
1. 7(t) = (e tcost,e tsent,e™t) con t € [0,1].
2. r(t) = (t+sent, 1+ cost) con t € [0, 7).

Ejercicio 32 Considere la curva r : [0, 7] — R? parametrizada por r(t) = (cos(2t), sen(2t), 3t),
halle el triedro intrinseco.

Ejercicio 33 Dadala curvar : R — R3 tal que r(¢) = (1—¢3, 2t, 3t?), halle el triedro intrinseco
ent=1.

Ejercicio 34 Considere la curva 7 : R — R? donde r(t) = (v/2sent,cost,1 — cost), con
t € [0,2n7].

3T
1. Determine el vector binormal a la curva en el punto t = >

2. Determine la curvatura de la curva para cualquier punto ¢ y escriba por qué es el mismo
valor para cualquier punto.

Ejercicio 35 Considere la curva de interseccién de los cilindros 22 4 3% = 25, 22 + 32 = 10.

1. Determine una parametrizaciéon para esta curva. Sugerencia: Tome y? = t y establezca un

dominio adecuado para este parametro.
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2.5. Parametrizacion por longitud de arco

2. Determine las ecuaciones cartesianas de los planos osculador, normal y rectificante a la
curva en el punto (4,3, 1).

Ejercicio 36 Parametrice la curva de interseccion de las superficies 22 +y? + 22 = 3, 22 + 1% = 2
v halle las ecuaciones cartesianas de los planos osculador, normal y rectificante a la curva en el
punto (1,1,1).

Ejercicio 37 Considere la curva
_ .2
C: { y =7
z = 2z
1. Determine una parametrizacion para dicha curva.

2. En el punto P(1,1,2), detemine las ecuaciones paramétricas de la recta tangente, la ecua-

cion cartesiana del plano normal y la curvatura.

Ejercicio 38 Considere la curva

c.l ey =2
| 2?42 = 27
donde z,y,z € RT y dado el punto P(1,1,1) de la curva C.

1. Halle una parametrizacién para dicha curva y determine v(t) segin esta parametrizacion.

2. En el punto P, detemine las ecuaciones paramétricas de la recta tangente y la ecuaciéon

cartesiana del plano normal.

Ejercicio 39 Considere la curva C de interseccién entre las superficies 22 +y?>+22 =1, y—z = 0.
1. Halle una parametrizacién para dicha curva.

2. En el punto P (\%, %, %), detemine las ecuaciones paramétricas de la recta tangente y la

ecuacion cartesiana del plano normal.

Ejercicio 40 Sea la curva C parametrizada por r(t) = (3 — 3t2,t — 4,t?) con t € R.

1. Determine el punto de la curva C en el que la recta tangente sea paralela a la recta x = 5,

1=z
Y 4

2. Halle el punto de la curva C en el que el plano osculador sea paralelo al plano x + 3y = 4.
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Capitulo 2. Funciones Vectoriales de Variable Real

Ejercicio 41 Sea la curva C que resulta de la interseccién de la esfera 2 + y% 4+ 22 = 6 y del
paraboloide y = 2 + 22.

1. Halle una parametrizacién trigonométrica para la curva C.

2. Considere el punto P(1,2,—1) de la curva C. Determine los vectores del triedro intrinseco
y la curvatura k en el punto P.

Ejercicio 42 Considere la curva parametrizada por r(t) = (t +L -

T 3,152). Determine la

t
3
curvatura x(t) y el vector normal N (t).

Ejercicio 43 Dada la curva parametrizada por r(t) = (t, % + 1, %) con t € R. Determine la

curvatura y la ecuacién cartesiana del circulo osculador en el punto P (2, 3, %)

Ejercicio 44 Considere la curva parametrizada por r(t) = (6t +2,6t2 — 3,413 + 3) cont € R.
Halle la ecuacién cartesiana del circulo osculador en el punto P (2, -3, 3).

Ejercicio 45 Muestre que la curva r(t) = (1 —t2.t, t3) cont € R, es alabeada, es decir, mostrar
que su torsién es diferente de cero.

Ejercicio 46 Dada la curva r(t) = <et — 2t, % +4t + 3, ﬁ) cont € R.
1. Verifique que dicha curva es plana.
2. Compruebe que dicha curva se encuentra sobre el plano 2z — 3y + 4z = 15.

3. Sin necesidad de mas célculos, jcudl es la ecuacion del plano osculador? Justifique.

Ejercicio 47 Demuestre que la curva 7 : R — R3 dada por r(t) = (3t — ¢, 3t2, 3t + t®) tiene

curvatura y torsion iguales en todos los puntos.

Ejercicio 48 Demuestre que la curva r : R — R3 dada por r(t) = (acosht,asenht, bt) tiene
curvatura y torsién iguales en todos los puntos, siempre y cuando a = b.

Ejercicio 49 Pruebe que el cociente de la curvatura entre la torsién es constante para la curva
hélice r(t) = (acost,asent,bt) con t € R.

Ejercicio 50 Considere la curva hélice cénica r(t) = (tcost, tsent,t) con t € R.
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2.5. Parametrizacion por longitud de arco

1. Muestre que la curva hélice conica satisface la ecuacién del cono z? = 22 + 3.

(4 + 5t + 8)*°

2. Compruebe que el cociente de la curvatura entre la torsién es 37
(t2+6) (12 + 2)

Ejercicio 51 Considere la curva r(t) = (2 cost + \% sent,cost — \% sent, 2 cos t) cont € [0, 2]
1. Calcule los vectores T'(t) y N(T)).
2. Verifique que T'(27) - N(0) = 0.

3. En el punto P(2,1,2) calcule el componente tangencial y normal de aceleracién.

Ejercicio 52 DadalacurvaC : r(t) = (e!(cost + sent),e'(sent — cost), e'). En el punto P(1, —1, 1)

determine:
1. La componente tangencial y la componente normal de aceleracion.
2. La curvatura.

3. Los vectores unitarios 7', N y B.

Ejercicio 53 Considere la curva C : r(t) = (lnt, V2t %) con t > 0. En el punto P(0,v/2,1/2)

determine:
1. La componente tangencial y la componente normal de aceleracion.
2. La curvatura y los vectores unitarios 7'y N.
3. Las ecuaciones paramétricas de la recta binormal.
4. La ecuacién cartesiana del plano normal.

5. La ecuacién cartesiana del plano rectificante.

Ejercicio 54 Considere la curva r : R — R? parametrizada por r(t) = (aeb

cona>0,b<0yteR,lacual se denomina espiral logaritmica. Reparametrice esta curva por

t cost, ae’ sent)

longitud de arco.

Ejercicio 55 Obtenga una reparametrizacién por longitud de arco para la curva dada por r(t) =
(t,cosh(t)) con t € [0, 3].
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Capitulo 3

Funciones Vectoriales de Variable Vectorial

3.1. Funciones de varias variables

Definicion 3.1 (Funcién de varias variables) Una funcién de varias variables es una aplica-
cién de la forma f: U C R™ — R™ tal que

flay,xo, . xyn) = (filzr, 22,y xn), fo(@o, o, .o xy), - o fn(T1, T2, - oy T0)),s

donde f;(x1,29,...,x,) es una funcién vectorial de variable real para i = 1,2,...,m. En este
capitulo, el conjunto U serd un conjunto abierto! de R”, segin corresponda.

Ejemplo 3.1 Las siguientes son funciones de varias variables.
1. f:UCR? — R?tal que f(z,y) = (In(xy),/z), donde U = {(x,y) € R? : z > 0,y > 0}.
2. f:R? — R3 tal que f(x,y) = (22 4 2y, seny, /22 + y2).
3. f:R? — R3tal que f(x,y,2) = (v +y+ 2z senzcosz,r + e 7).

4. f:U CR® — R tal que f(z,y,2) = %, donde U = R3 — {(0,0,0)}.
r2+4y2+42z

ntuitivamente, U es un conjunto abierto si ningtin punto de dicho conjunto pertenece también a la
frontera de este.
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3.2. Limites

Observacion 3.1 Algunos nombres particulares para una funcién de varias variables son:

1. Sea f: U CR® — R, f se llama una funcién real de variable vectorial, también se le dice

campo escalar.

2. Sea f:U CR" — R™, f se llama una funcién vectorial de variable vectorial, también se

le dice campo vectorial.

3. Sea f: U CR — R™, f sellama una funcién vectorial de variable real, que fueron

estudiadas en el capitulo anterior.

Observacion 3.2 Las operaciones entre funciones de varias variables se definen de forma similar
a como se hace en el caso de funciones de una sola variable. En este sentido, si se tiene que
f:UCR" —R™ ¢g:VCR" — R"y X(z1,29,...,2,) € R, se define:

I. f49:UNV CR" — R™ tal que (f + ¢)(X) = f(X) + g(X).
2. fg:UNV CR" — R™ tal que (fg)(X) = f(X)g(X).

f f J(X)

3. : W C R" — R™ tal que (—) X) donde el conjunto W esta dado por
W:UﬁV—{XGV:g = 0}.

g

3.2. Limites

Definicion 3.2 Sea f: U C R®* — R™ una funcién?, sea P(p1,p2,...,pn) € U, se dice que el
limite de f cuando X(x1,z9,...,x,) tiende a P(p1,p2,...,pn) €s L(ly,l2,..., 1) € R™ si para
cada € > 0 existe d. > 0 tal que

If(X)=Ll|<e si 0<||[X—-P||<d (XeU),

y se denota

i, £ = L

2Las normas de R™ y R™ se denotaran igual.
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Capitulo 3. Funciones Vectoriales de Variable Vectorial

Teorema 3.1 (Propiedades de los Limites) Sean f,g: U C R® — R™ ysea P(p1,pa,...,Pn) €
U tal que lim f(X) = L;y lim g(X) = Lo, entonces
X—=P X—=P

L. )Pinp(f +9)(X) = L1 + Lo.

2. lim (f-9)(X) = L L.

3. Jm, O] = 124

N P P O
4. Slm—lng#O)}gnpg(X)—L—Q.

5. lim (kf)(X) = kL1, donde k € R.
X—=P

Teorema 3.2 Sean f : U CR” — V CR™, g:V CR™ — R* P(py,pa,...,pn) € U,

L(ly,lg, ...\ lym) € V vy M(my,ma,...,my) € R¥ tales que lim f(X) =L y lim g(X)= M,
X—P X—L

entonces

lim g(£(X)) = M.

Ejemplo 3.2 Calcule los siguientes limites.

1. lm  (2%y + ™).
(w,y)—>(071)( Y )

2. Iim In(zy —1).
(z,y)—(2,1) (zy )

2

I T

3. lim _— .
(z,9,2)=(3,4,0) /22 + 32 + 22

Solucion:
L. lim (Py+e) =01+ 1=0+1=1.
(.y)—(0,1)

2. Im In(zy—1)=In(2-1—-1)=1Inl1=0.
L. (zy — 1) ( )

5 lm -yt (3P40 7
@y -640) 2+ 2+ 22 B2+ @2+ (02 5
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3.2. Limites

Teorema 3.3 (Regla de las trayectorias) Sea la funcién f : U C R® — V C R y sea
P(p1,p2,...,pn) € U, si existen trayectorias (llamados también caminos) r1,79: I CR — U C
R™ para las cuales

limr(t) =P y limry(t) =P,

t—to t—to

lim f(r1(t)) # Jim f(ra(1)),

t—t

entonces lim f(X) no existe.
X—P

Ejemplo 3.3 Use el teorema anterior para mostrar que los siguientes limites no existen.

Ty 2 3 x?

2, rY 3,

1. im .
2 2 1m oy E—— 11m _
(@y)—(0,0) T2 +y () (0,0) 824 + 2 (@)—(0,0) |z — Y|

Solucion:

1. De acuerdo con el teorema 3.3 anterior, tome f(z,y > v P(0,0). Considere

) = gj2+y
la trayectoria r1(t) = (¢,t), observe que %in% r1(t) = (0,0) y que
—

. 1
i £ (0) = iy £0.0) = iy = 5
De forma similar, ahora considere la trayectoria ro(t) = (¢,0) y note que %ir% ro(t) = (0,0).
%
Luego, se tiene que
t-0

lin £(r5(1)) = lim £(2,0) = Jim 1> = 0.

Entonces se tendria que

lim f(r1(t)) # lim f(ra(t)),

y por tanto  lim  f(z,y) no existe por el teorema 3.3.
(z,y)—(0,0)
2. Sea f(x,y) = 8x4+y2 y P(0,0). Considere el camino r1(¢) = (¢, %) y note que %ir% r1(t) = (0,0).
—
Luego

t
Y 2_’_:—
lim f(ry (1)) = lim f(£,6) = lim =27 = o

Ahora considere el camino r5(t) = (0,t) y observe que %ir% r9(t) = (0,0). Con ello se tiene
—>

que
) 0-¢
lim f(ra(t)) = lim £(0,) = lim <=5 = 0
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Entonces  lim  f(z,y) no existe por el teorema 3.3.
(z,y)—(0,0)

= y‘ y P(0,0). Ahora, considere el camino rq(t) = (¢, —t?) y observe que

3. Tome f(x,y) =
(0,0). Con ello

) =

t2
— i — 2 _— =
i f(ra(9)) = Jim f(2,¢ = 1) = limy it —t+ 12| !

Similarmente, sea el camino 75(t) = (¢, — t3) donde hn% ro(t) = (0,0). Asi,
t—

2
. _ 43
%g%f(rg())—%g%f(t,t t°) = 1E>I(l)|t—t+t3| +00.

Entonces  lim  f(z,y) no existe por el teorema 3.3.
(z,y)—(0,0)

Observacion 3.3 En ocasiones es posible calcular el limite de una funcién de dos variables,
cuando (z,y) — (0,0), mediante el cambio a coordenadas polares. En ese caso se hace la susti-
tucién:

r=rcosf y y=rsend.

Luego, decir que (z,y) — (0,0) equivale a decir que (en coordenadas polares) r — 0 (indepen-
dientemente del valor de 6). Entonces, en algunas casos, cuando el limite es independiente del
valor de 6 se puede obtener su valor. Cuando el limite depende de 6 entonces puede resultar que

dicho limite no exista.

4

Ejemplo 3.4 Estudie el limite  lim 433 Y_ mediante su cambio a coordenadas polares.
(@)~ (0,0) T4 +y*

Solucion: Al hacer la sustitucién de coordenadas polares dada en la observacién 3.3 se obtiene

que
6xly . 6(rcosf)(rsenb)
Im ——— = Ilim
(z,y)—(0,0) z* + y* r—0 (rcos 6)* + (rsenf)*
— m 61° cos* O sen §
=0 7%(cos? O + sent )
cos* @ sen

= ——————  lim6r
cos? @ + sent § r—0

= 0.

. ) 62ty
De esta forma se puede concluir que  lim =0.

(z,)—(0,0) o4 + y*
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3.3. Continuidad

2 2

Ejemplo 3.5 Estudie el limite ( l)m% : % mediante su cambio a coordenadas polares.
z,y)—(0,0) T Y

Al hacer la sustitucién de coordenadas polares se tiene que

) 2?2 —y? . (rcos)? — (rsenf)?
lim ——= =
(2.9)—(0,0) 2% + y? r—0 (rcos@)? + (rsenf)?
i r2 (COS2 6 — sen? 0)
= lim
r—0 12(cos? 0 + sen? 0)

= 1{im cos®# — sen? 0.
r—0

En este caso, al haber desaparecido la variable r, el valor del limite depende tinicamente del valor
de 0 y, por lo tanto, es probable que este limite no exista. Para mostrarlo, use el teorema 3.3,
tomando las trayectorias r1(t) = (¢,0) y r2(t) = (0,1).

3.3. Continuidad

Definicion 3.3 (Continuidad en un punto). Sea f : U C R® — R™ una funcién
en varias variables, se dice que f es continua en P(p1,p2,...,pn) € U si

lim_f(X) = f(P).

X—=P

Ademas, se dice que una funcién es continua si es continua en cada punto de su dominio.

Teorema 3.4 Sean f,g : U C R® — R™ dos funciones continuas en P(py,po,...,pn) € U,
entonces:

1. f+ g es continua en P.
2. f-g es continua en P.

3. || f]l es continua en P.

4. / es continua en P, sim =1y g(P) # 0.
g

5. kf es continua en P, donde k € R.
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Capitulo 3. Funciones Vectoriales de Variable Vectorial

Teorema 3.5 Sea f:UCR®” — V CR™yseag:V CR™ — RF tales que f es continua en
P €Uy ges continua en f(P) € V, entonces g o f es continua en P € U.

Ejemplo 3.6 Analice la continuidad de las siguientes funciones.

Ty .
| fog) =] Brg S @V E00)

0 si (z,y) = (0,0)

2. f(z,y) = In(1 + zy).

sen(z? + y?)
3. flz,y) = z? + y?

Solucion:

1. En este caso se debe analizar la continuidad en P(0,0). Observe que f(0,0) = 0 (estd
definido). Sin embargo, al considerar las trayectorias dadas por r1(t) = (¢,t) y ra(t) = (¢,0),

se puede concluir que ( %III% : f(z,y) no existe. Consecuentemente dicha funcién f no es
z,y)—(0,0

continua en P(0,0), es decir, es continua en R? — {(0,0)}.
2. Observe que 1+ 2y > 0, entonces f es continua en el conjunto {(z,y) € R? : 2y > —1}.

3. Al analizar la continuidad en el punto P(0, 0), note que f(0,0) = 1, por lo que esté definida.
Luego observe que

2 2
m  fley) = Jm  SEEY)

(,y)—(0,0) (2y)—(00) 22 4 y?

En conclusién, la funcién f(z,y) es continua en P(0,0) y asi f es continua en R
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3.3. Continuidad

Ejercicios

Ejercicio 56 Use la regla de las trayectorias para verificar que los limites dados a continuacién

no existen.
Lom Y 6 lm TV
(2,9)—(0,0) 2 + 12 (z,9)—(0,0) 8 + 12
o lm Y 7 m S
(@y)—(0,0) 23 + y3 (2y)—(0,0) (x? + y*)3
5 lm s lm Y
(z,9)—(0,0) 2 + y* (@,y)—(0,0) 22 —y?
4K 2y 9. lim LTYEE
(o) (0.0) 20 + Ty (24.2)= (0,00 T+ Y — 2
5 2%y’ 0. tm EY
' (w,y)lil%0,0) $6 + y4 ' (m,y,z)—>(0,0,0) ‘r6 + Z6

Ejercicio 57 Haciendo uso de las coordenadas polares concluya que los siguientes limites tienden

a 0.
3 2,2
1 lm 3. lm Y
(2,9)—(0,0) 2 + y? (2,9)—(0,0) 322 + 3y?
4 3,,2 3,4
2. lfm Y 4. im %.
(2,9)—(0,0) % + y? (x,y)—(0,0) * + 3y
Ejercicio 58 Analice las continuidades de las siguientes funciones.
2% — y2 6 f(:zc ) _ 20,3 4
1. — ‘ : ,y) = cos”(x” sen” y).
2302 .
$2 + y2 7. f(x,y) — o443yt S? (x,y) 7£ (Ov 0)
2. f(xvy):ﬁ 1 51 (l‘,y)Z(O,O)
e =y
x*—3y* :
° e si(z,y) #(0,0)
3. f(xay) - i 8. f(x,y) - oy . (
x? +y* +1 0  si(z,y)=(0,0)

4. f(z,y) = cosx + cosy. 0. f(o.y) = % si (z,y) # (0,0)
cos T ’ 0  si(z,y)=1(0,0)

5 f(z,y) =

seny
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Capitulo 3. Funciones Vectoriales de Variable Vectorial

3.4. Diferenciabilidad

3.4.1. Derivadas Parciales

Definicion 3.4 (Derivadas parciales). Sea f : U C R® — R, U un conjunto abierto. Entonces

la derivada parcial de f con respecto a la variable z; en el punto X (z1, z9, ..., x,), denotada £
T
se define como

8:1:1 h—>0 h ’

si el limite existe y donde e; es el i-ésimo vector de la base candnica.

Observacion 3.4 Sobre las derivadas parciales se debe tener en cuenta los puntos dados a

continuacion:

1. Otras notaciones usuales para la derivada parcial de f con respecto a x; en el punto
X(x1,29,...,xy) son fo.(X), Dy, f(X) 6 D;f(X).

2. En particular, si f: U C R?> — R, sus derivadas parciales son:

8f f((x,y)—l—h(l,O))—f(:c,y) ; f(:c+h,y)—f(l‘,y)
oY) = iy h = h |
8f o f((x,y)—l—h((),l))—f(:c,y) 1. f(:c,y—i—h)—f(l‘,y)
By Y = h = h |

3. Analogamente, si f : U C R* — R, sus derivadas parciales son:

af ’ f((!E,y,Z)+h(1,0,0))—f(l',y,2> . f(l’+h,y,2)—f(l',y,2)
57 = I h =i h |

f _ f((x,y,z)+h(0,1,0))—f(x,y,x) 1 (:E y+h Z) f(l’,y,Z)
gy =) = fim ) = Jim h -
0 f((2,y,2) + h(0,0,1)) = fz,y,z) _ .. [flz,y,z2+h) — fz,y,2)
5; (T 2) = lim 2 = Jim 2 -
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3.4. Diferenciabilidad

Ejemplo 3.7 Sea f:R? — R una funcién, en cada caso calcule por definicién, si existe, f, y

fy
L f(z,y) = 2%y’
2zy
5 . 9 i ) 070
2. f(x,y) =< z?+y? st (@y) #(0,0) , en el punto (0,0).
0 si(z,y)=1(0,0)
Solucidn:

1. La derivada parcial de f respecto a la variable x es

of o fle+hy) = fl,y)
(@t h)%y — oy
= lim
h—0

h
%P 4 278k + PR — 2%
= lim
h—0 h
= lim(2xy® + hy?)
h—0

= 2z

0
De forma andloga, se obtiene que —f(x, y) = lim
8y h—0

2. Usando la definicién anterior se tiene que

of ,
s 00 = fim

0
Similarmente se verifica que —f(O, 0) =0.

Oy

Observacion 3.5 En la préctica, para calcular la derivada parcial con respecto a x;, simplemente
se considera las demds variables como constantes y se deriva con respecto a x;. Para ilustrar este

proceso, observe los siguientes ejemplos.

Ejemplo 3.8 Calcule las derivadas parciales de f en los puntos indicados.
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1. f(x,y) = 2%y + e’ en el punto (x,y).
2. f(x,y,2) = xyz +y* + 22, en el punto (—1,1,2).

3. f(x,y,z) =sen(/223 + y? + z), en el punto (x,y, 2).
Solucidn:

1. Las derivadas parciales de f(z,y) = 2%y + e**v” son:
folw,y) = 22y + 209"V’

fyl.y) = @ + 207V

2. Si f(x,y,2) = xyz + y? + 22 sus derivadas parciales en el punto (—1,1,2) son:
fo(=1,1,2) = yz| =12 =2.

fy(—1,1,2)—xz+2y| Ly =-—12+2:1=0

fo(— 1,1,2)_xy+2z\(1 ~1-1+2-2=3.

?172

3. Las derivadas parciales de f(x,y, z) = sen <\/2m3 +2 + z) son:

322 cos(y/223 + 12 + 2)
V23 +yi vz

ycos(/2z3 + y2 + z)
V232

cos(\/223 + y% + 2)
223+ 2+ 2

fo(z,y,2) =

fy(z,y,2) =

fz(xvywz) =
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Definicion 3.5 (Derivadas parciales de segundo orden) Sea f : U C R® — R, U un
conjunto abierto. Entonces, si existe la derivada parcial de segundo orden de f, se define como

f 9 (of
89@-8@_89@ 8% .

Observacion 3.6 En relacién con la definicién anterior se tiene que:

1. Otras notaciones usuales para las derivadas parciales de segundo orden de f son fi.4;, fij, Daa; fr Da;Da, ]
6 Di;f.

2. En particular, si f : R2 — R, todas las derivadas parciales de segundo orden son

QW) By 2(U) 2L
or \ oz ) 022 7T oy \ox ) oyox "V
a (of\  f o (Of\ _&*f _

7 (G) g ay) e

Ejemplo 3.9 Sea f(x,y) = cos(xy) +zy, calcule todas las derivadas parciales de segundo orden.

Solucion: Las derivadas parciales de primer orden son:

fo=—ysen(zy)+y y f,=—xsen(zy) +x

Luego, las de segundo orden son:

o for = % = a% (g—i) = (%(—y sen(zy) +y) = —y” cos(zy).
. = giyé - a% (Z_ch) - 8%(—3: sen(zy) + x) = —22 cos(xy).
= fuy ggx a% (%) = (%(—y sen(zy) +y) = —wycos(vy) — sen(zy) + 1.
o= = 2 (5 = S casentan) + 0) = —aycos(an) — sen(an) + 1
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2
Ejemplo 3.10 Sea f(z,y) = g(z,y)e®™*™, tal que 82:893/ = 0. Determine los valores de a y b
tales que
0? 0 9]
f — _f —_ _f + f=
Ooxdy Ox Oy

Solucion: En otra notacién se debe mostrar que fyz — fo — fy + [ = 0. A partir de ello se tiene

que:
o fo = gue™TY | qgettt — com (g | gy
o f, = gy bt = AT ).
o fro = ae®™ (g, + bg) + " (g, + bgy) = " (ag, + abg + bg,) pues gy, = 0.

Estos resultados se cambian en la igualdad f,, — f» — f, + f = 0 propuesta inicialmente, esto es:

eaz+by(agy+abg+ng—gx—ag—gy—bg+g) = 0
= e M((a—1)g, + (b—1)gs + (ab—a—b+1)g) = 0

De lo anterior se deduce que a =1 y b =1 para que la igualdad se cumpla.

Ejemplo 3.11 Se dice que un campo escalar es arménico si cumple la igualdad de Laplace dada

o—2f+—2 = 0. Verifique que f(z,y) = arctan(y/x) es arménico
r : . Verifique que f(z rctan(y/x rmoénico.

Solucion: Se debe probar que fy; + f,y = 0. Para ello observe que:

—y 2zy
n f=—7. = 55~
f 22 1 42 = f (22 + y2)2

_ x —2xy
"= e = G

Con estos resultados es claro que el campo escalar dado es arménico.

2

Teorema 3.6 Sea f:U C R® — R, U un conjunto abierto. Si existe y es continua en

L0
U, entonces
0% f B 0% f
(%cjaxi N 8902890]
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Observacion 3.7 Algunos aspectos a considerar de este teorema son:

2

1. Las derivadas de segundo orden ——=— con i # j, se suelen llamar derivadas cruzadas de
L0
segundo orden o derivadas mixtas de segundo orden. Asi, teorema 3.6 establece que si las

derivadas cruzadas de f existen y son continuas, entonces son iguales.

82
2. Si f es un campo escalar de dos variables x e y, si B existe y es continua, entonces
yox
0% f B 0% f
0xdy  Oydx’
2
3. Si f es un campo escalar de tres variabes z, y y z tal que 920 existe y es continua,
20x
0 f 0% f .
entonces = . Igual ocurre con las otras dos derivadas cruzadas.
0x0z  0z0x

Ejemplo 3.12 Sea f(x,y) = 2® + 2%y? + y3, verifique que las derivadas parciales cruzadas de
segundo orden son iguales.

Solucion: Observe que f, = 322 + 22y y fzy = 4xy. Como ambas son continuas entonces por

el teorema 3.6 se cumple que f,, = 4xy, lo cual es cierto ya que f, = 222y + 3y v fyz = 4xy.

3.4.2.  Funciones diferenciables

Definicion 3.6 (Funcién diferenciable) Sea f : U C R® — R una funcién con derivadas
parciales de primer orden y U un conjunto abierto, se dice que f es diferenciable en el punto
P € U si la funciéon r : R® — R definida como

) = s =3 )

i=1

r(h
satisface que }lbin%) ﬁ = 0, en tal caso r(h) se conoce como residuo. Si f es diferenciable en todo
%

punto P de U solo se dice que f es diferenciable.
Ejemplo 3.13 Pruebe que f(z,y) = 232 es diferenciable en (0,0).

Solucion: Observe que fi(z,y) = v* v fy(z,y) = 22y. Segtn la definicién 3.6, tome P(0,0) y
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sea h = (hi, hy). Luego, defina la funcién r : R? — R tal que

2
r(hi,he) = f((0,0) + (1, h2)) Z /(0,0)

8
af(0,0
= - 00, é )hz - £0.0
hih3 —0-h; —0-hy —0
= hih3.
2
Luego, lim M = lim _fuhy = 0 (este limite se calcula usando coorde-

(h1,h2)—(0,0) H (hh h?) H (h1,h2)—(0,0) 4/ h2 + h2

nas polares, ver observacion 3.3). Por tanto, la fun(non f es diferenciable en el punto P(0,0).

Observacion 3.8 La existencia de las derivadas parciales en un punto P es una condicién
necesaria (no suficiente) para establecer que f es diferenciable en P.

Ejemplo 3.14 Estudie la diferenciabilidad de la funcién f(z,y) = \/22 + 52 en el origen.

Solucion: Las derivadas parciales de f vienen dadas por

g(x j=
oz Y = /22 + o2

of Yy

. — w) = —
8@/( y) e

Dichas derivadas parciales no existen en el origen, de esta manera y por la observacién 3.8, f no
es diferenciable en el punto P(0,0).

Observacion 3.9 El ejemplo anterior también permite establecer que una funcién f continua
en un punto P no necesariamente debe ser diferenciable en P. Lo contrario si es cierto siempre,

es decir, si una funcién f es diferenciable en P, entonces f es continua en P.
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Teorema 3.7 Sean f,g : U C R® — R dos funciones definidas en un conjunto U abierto y
diferenciables en P € U, entonces:

1. f£g:U CR" — R es diferenciable en P € U, donde (f £ g)(P) = f(P) £ g(P).
2. fg:U CR"™ — R es diferenciable en P € U, donde (fg)(P) = f(P)g(P).

f

P
3. Sig(P)#0,=:U CR" — R es diferenciable en P € U, donde (z) (P) = JP)
g g

g(P)’

Teorema 3.8 Sea f:U C R® — R, U un conjunto abierto, si todas las derivadas parciales de
primer orden de f son continuas en P € U, entonces f es diferenciable en P.

Ejemplo 3.15 Pruebe que f(z,y,2) = cos(z — y + 2?) es diferenciable en todo punto.

Solucion: Observe que las primeras derivadas parciales son:

of _ 2
] 8—x($,y72) = Sen(‘r y+Z )
of _ 2
. a—y(x,y, z) =sen(x —y + 2°).
of _ B 2
n @(x’y72) = QZsen(x y+Z )

Note que todas estas derivadas parciales son continuas en cualquier punto (z,y, z) de R3, asi, por

el teoremad.8, f es diferenciable en cualquier punto (z,y, z) de R3.

Definicion 3.7 (Diferencial) Si f : U C R" — R es diferenciable en P € U, Uabierto, se
define la diferencial o derivada total de f en P, denotada por df (P, h), como

_af(p) of(P) of(P)
df (P, h) = o hy + s ho + ...+ o B,
Usualmente se escribe como df = a—fdxl + ﬁdﬁrzg + ...+ ﬁd:pn = of dx;.
8x1 81’2 al‘n i1 81’1

Ejemplo 3.16 Sea f:R? — R tal que f(z,y) = 2%y + 2y?, calcule la diferencial de f.

Solucion: Es claro que la diferencial de f estd dado por
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0
fd + —fdy (2zy + y*)dx + (2% + 2zy)dy.

df = 5

Ejemplo 3.17 Determine la diferencial de la funcién f : R? — R definida por el criterio
f(z,y,2) = ax + by + cz +d, con a, b, ¢y d constantes.

Solucion: La diferencial de f viene dada por

fd —I——fd +—fdz—adx—|—bdy+cdz

4= oy’ oz

3.4.3. (Gradiente

Definicion 3.8 (Vector gradiente) Sea f : U C R” — R una funcién diferenciable definida
en el conjunto abierto U de R"™ y sea P(p1,pa,...,p,) un punto en U, el vector gradiente de f
en P es la funcién vectorial dada por

vie) = (gL Phgle). gt ).

Es decir, es el vector formado por todas las derivadas parciales evaluadas en P.

Observacion 3.10 Algunos casos particulares de la definicién anterior son:

) of of
. TR2 —
1. Si f:R* — R, entonces V f(z,y) = (&E(x,y), o (m,y))
. of of of
. R3 _ 'l
2. Si f:R®> — R, entonces Vf(x,y,z) = (8:5 (x,y, 2), By (x,y,2), P (z,y,z)).

Ejemplo 3.18 Sea f(z,y) = 22 — 4zy, determine el gradiente de f en el punto P(1,2).

af of

Solucion: Observe que Vf(z,y) = (%7 o

) = (2x — 4y, —4x). Luego,
Vi(1,2) = (2-1—4-2—4-1) = (—6,—4).

Ejemplo 3.19 Sea f(z,y,2) = zyz, determine el gradiente de f.
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3.4. Diferenciabilidad

Solucion: En este caso se obtiene que

af of o
Vi) = (G 5 5 ) = s

Definicion 3.9 (Funciones homogéneas) Sea f : U C R"” — R una funcion diferenciable
definida en el conjunto abierto U de R™. Se dice que f es homogénea de grado o € R si

(X1, T2y ... ) - Vf(21,29,. .., 2,) = af (21,22, ...,Ty).

Observacion 3.11 Algunas particularidades de la definicién 3.9 anterior son:

1. Si f:U CR? — R, U abierto, es diferenciable, entonces f es homogénea de grado o € R

si
($,y) ' Vf(a?,y) = ozf(x,y),

lo que equivale a decir que

af of

e + ya—y =af.

2. Si f:U CR3— R, U abierto, es diferenciable, entonces f es homogénea de grado o € R

si
(l‘, Y, Z) ) Vf(xa Y, Z) = Oéf(l‘, Y, Z)>
lo que equivale a decir que

of | af _ of

x%+y8_y+28z = af.

Ejemplo 3.20 Verifique que la funciéon f(x,y) = 82° + 322y + 5y es homogénea de grado 3.
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Solucion: Observe primero que V f(z,y) = (2422 +6xy, 322 +15y?), siendo las derivadas parciales

de f continuas en todo punto de R?, asi f es diferenciable por el teorema 3.8. Luego se tiene que

of _of 2 2 2
T + y@y = x(242° 4 62y) + y(32° + 15y°)

= 242% + 92y + 1537
= 3(8z° + 327y + 5y°)
= 3f(z,y).

De esta forma se comprueba que f es homogénea de grado 3.

Ejemplo 3.21 Pruebe que la funcién f(x,y) = L es homogénea de grado 0.
Y

. 1
Solucion: Primero se tiene que Vf = (—, —%), asi f es diferenciable excepto en el origen
y oy

puesto que sus derivadas parciales se indefinen. Luego,

of . of _ (1 z
x8w+y0y x(y)+y( y2>

Con ello la funicon f es homogénea de grado 0.

Ejemplo 3.22 Considere la funcion f(z,y,z) = /25 + 8xly + 152y23 + 25.
1. Determine V f(z,y, 2).
2. Justifique por qué f no es diferenciable en el origen.

3. Muestre que f es homogénea hallando su grado.
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Solucion:

1. El gradiente de la funciéon f viene dado por

S5zt + 3223y + 15y23 84 + 15223
3(x5 + 8zty + 15zy23 + 2°)2/37 3(25 + 8xty + 15zy23 + 2°)2/3”

“tian

45zy2% + 524
3(2® + 8xty + 15xyz3 + 25)2/3 )

2. De acuerdo con el gradiente de f, note que las derivadas parciales no existen en el origen,

consecuentemente f no es diferenciable en el origen.
3. Para verificar que f es homogénea y para determinar su grado, se hace lo siguiente:

5zt 4 3223y + 15y23
— tyz=—+z7— = 1w
ox "0y 0z 3(a5 + 8ty + 15zy23 + 25)2/3

n 8z 4 1523

Y 3(x® + 8xty + 15xy23 + 2°)2/3
4o 45722 + 524
3(x® + 8xty + 15zy23 + 25)2/3

52° + 322ty + 152y23 + 8ty + 152y23 + 45xy23 + 52°
3(x5 + 8zty + 15zyz3 + 25)%/3

525 + 402ty + Thayz> + 52°
3(xd + 8xty + 15zy23 + 25)2/3

5(x° + 8aty + 15zy23 + 2°)
3(z® + 8xly + 15xyz3 + 25)2/3

= 33/25 + 8aty + 15zyz? + 25

= gf(%?%@

5
Con ello, la funcién es homogénea de grado 3
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Teorema 3.9 Sean f,g: U C R® — R dos funciones diferenciables definidas en un conjunto
U abierto de R™ y sea P € U, entonces:

L V(f £9)(P) = Vf(P)£Vg(P).

2. V(f9)(P) = g(P)V[(P)+ f(P)Vg(P).

5 v (f ) (p) = 9PIVI(P) — [(P)Vg(P)

g 9*(P)

g si g(P) # 0.

3.4.4. Derivada direccional

Definicion 3.10 (Derivada direccional) Sea f : U ¢ R® — R, U un conjunto abierto, sea
P € U y sea i € R" tal que ||| = 1, se define la derivada direccional de f en P en la direccién

i como

P4 hid) — f(P
Dat(P) = ti [PHID =)

Observacion 3.12 Es relevante considerar que:

1. La derivada direccional Dzf(P) es la razén de cambio o tasa de crecimiento de f en P en

la direccién .

2. Una derivada parcial de una funciéon f en un punto P realmente es la derivada direccional
de f en el punto P y en la direccién de algtin vector canénico. En particular, si f es una

funcion de n variables y sea el punto P € R”, entonces:

of

oy

(P> = De1f(P>a

donde ¢; = (1, 0,0,...,0).
—_———

(n—1)—wveces

Ejemplo 3.23 Sea f(z,y) = 2% + 32, calcule la derivada direccional de f en el punto P(1,2) y

en la direccién del vector (1,1).

84



3.4. Diferenciabilidad

Solucion: El vector @ estd dado por @ =

(1,1) 1 (1 1

= —(1,1) —,—). Entonces, la
DI V2 2 V2

derivada direccional de f en el punto P y en la direccién u es:

P2 +n (L %)) - 0.2

S

M h
h R
(e ) - sy
h—0 h
2 2
_h h)y
- (1+%) +(2+ %) -5
h—0 h
2h h? 4h h?
lim1+7§+?+4+%+7—5
h—0 h
6h 2
2L+ h
lim Y2
h—0 h
6

Teorema 3.10 Si f: U C R® — R es una funcién diferenciable en un conjunto abierto U de
R™ y si @ € R™ tal que ||i|| = 1, entonces

para P un punto de R”.

Daf(P) =V f(P) -,

Ejemplo 3.24 Sea f(z,y,2) = cos(zy) + €¥* + In(xz), calcule la derivada direccional de f en el

1
punto P (1,07 5)

¥ 2,1
Solucion: Observe que @ = 21

de f son:
1
v fr. = —ysen(zy) + =
v f, = —xsen(zy) + ze¥%.

1
= fz:yeyz+_-
z

-2) 1
||(2’ 1’ -

en la direcciéon del vector v = (2,1, —2).

= _(27 17

2)|| 3 —2). Luego, las primeras derivadas parciales
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1
Estas derivadas parciales son continuas en P (1, 0, 5), por lo que la funcién f es diferenciable

en P por el teorema 3.8. Note ademas que

1 1
Vi(z,y,2) = <—?J sen(zy) + —, —xsen(zy) + ze¥*, ye’” + —) .
xr z
Ahora, por el teorema 3.10, la derivada direccional de f en el punto P y en la direccién u es

Daf(P) = Vf(P)-i
1 21 2
-V (17 75)'(57577)
1
2

21 2
3’3 3

Ejemplo 3.25 Suponga que en una cierta regién del espacio, el potencial eléctrico® V est dado
por V(z,y, 2) = 522 — 3xy + zyz. Determine la razén de cambio del potencial en punto P(3,4,5)
en la direccién @ =i + ; — k.

Solucion: Realmente se estd preguntando por la derivada direccional de la funcién V en el punto

P(3,4,5) y en la direccién v = (1,1, —1). Observe que
VV(z,y,z) = (102 — 3y + yz, —3x + xz,zy) .

A partir de este gradiente, es evidente que las primeras derivadas parciales de V' son continuas

en el punto P (de hecho siempre son continuas en cada punto de R3), por lo que la funcién V' es

1
diferenciable. Ademés, sea @ = —(1,1,-1).

HM! 3

Por el teorema 3.10, se tiene que:

DaV(P) =

<
<

(P)-a
1

(3,4 )7
= L8612 (1,121

I
<
<

( 17 _1>

w

(3846 — 12)

maw

3El potencial eléctrico V' en un punto del espacio es una magnitud escalar que permite obtener una medida
del campo eléctrico en dicho punto a través de la energia potencial electrostatica que adquiriria una carga si
se situia en ese punto.
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Ejemplo 3.26 Considere la funciéon f : U C R? — R diferenciable, y sea P € U. Suponga que
} <\/§ 1

1 -1
Dzf(P)=3y Dzf(P) =2, en donde & = (E, E) yu=|—4 5) Determine V f(P).

Solucion: Puesto que f es diferenciable, por el teorema 3.10 se sabe que Dgf(P) = V f(P) - 0,

con ||w|| = 1. Con ello, y notando que los vectores 4 y ¢ dados son unitarios (su norma es 1), se
tiene que:
P8P (5 75) = 3
{Vf(P)-ﬁ— 3 V2 V2
Vf(P)- v = 2 _

(F(P). 1, (P) (? %) |

lo cual produce el sistema de ecuaciones lineales siguiente, cuyas incégintas son f(P) y fy(P).

fo(P) = f,(P) = 3V2
V3f(P)+ f,(P) = 4

Este sistema se resuelve mediante algiin método (reduccién Gaussiana, regla de Cramer, entre

otros) y se llega a concluir que

f2(P) = igfg y fﬂPh%,

4+43v2 4-3V6
1+v3 1+v3 )

de donde se deduce que V f (P) = <

Ejemplo 3.27 Si Dzf(3,2) = 1y Dzf(3,2) = V/8, determine Dy f(3,2), suponiendo que f es
V2 V2 . ( 1 2 )

= & 0 a yw= T T =y T )
2 2 V5 V5

Solucion: Observe que los vectores i, ¥ v @ son todos unitarios, y como f es diferenciable, por

<y

3 4
dif iable, @ = [ =, =
iferenciable, @ <5, 5),

el teorema 3.10 se tiene que:
£6.2.462)-(31) =1
(£+(3.2). £,(3.2)) (ﬁ —@> - B

=

V£(3,2)-
V£3,2)-

ST~

=1
N
27 2
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de donde se forma el sistema:

|
W

3fx(3,2) +4f,(3,2) = 5
fx(3’2)_fy(372) = .

Al resolver este sistema se obtiene ue f;(3,2) =3y f,(3,2) = —1. De esta forma se deduce que
V£(3,2) = (f2(3,2), fy(3,2)) = (3, —1). A partir de esto resulta que:

Dzf(3,2) = Vf(3,2) @

— (3,-1)- (—%35)

~ _\5

Ejemplo 3.28 Halle un vector unitario @ = (a, b,0), de tal forma que la derivada direccional de

la funcién f(z,y,2) = — — Y en el punto P(1,1,1) en la direccién del vector i sea igual a v/2.
z oz

Solucion: Primero se obtiene el gradiente de f y se evalia en P, esto es:

Vf(x,y, Z) = <_g7 _zv _i + %) = Vf(l, 17 1) = (_17 _170)'

Ahora, suponiendo que @ es unitario, la derivada direccional de f en el punto P en la direccién
U es

Daf(P)=Vf(1,1,1) - (a,b,0) = (=1,-1,0) - (a,b,0) = —a — b = /2.

Luego, note que el hecho que @ = (a, b, 0) sea unitario significa que ||i|| = v/ a? + b = 1. Entonces,

con los datos anteriores se forma el sistema de ecuaciones

a—i—b:—\/§:> b = —vV2-a
Va2 +bv? = 1 a?+bv =1 ’

Sustituya la primera igualdad de este sistema en la segunda y al simplificar se llega a la ecuacion
cuadratica )
22 +2v2a+1=0= <\/§a+1> _0,

1 1
cuya tnica solucién es a = ———=. Con ello se induce también que b = ———. Finalmente, el vector
V2 V2
buscado esta dado por
. 1 1

"= (‘ﬁ"ﬁ") |
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Note ademds que, efectivamente, la norma del vector # es uno.

Teorema 3.11 Sea f: U C R® — R diferenciable en el conjunto abierto U de R” y sea @ € U
tal que ||@]| = 1, entonces

—[IVA(P) < Daf(P) < [VF(P)I,

para P un punto de U.

Observacion 3.13 Del teorema anterior se deduce lo siguiente:

1. La tasa de crecimiento* méxima de f en el punto P ocurre en la direccién Vf(P) y su
valor maximo es ||V f(P)]|.

2. La tasa de crecimiento minimo de f en el punto P ocurre en la direccion —V f(P) y su

valor minimo es —||V f(P)|.

Ejemplo 3.29 Sea f(x,y) = 2? — 2y + y? — y. Determine la direccién en la cual la tasa de
crecimiento de f en el punto P(1,—1) es maxima y la tasa de crecimiento respectiva.

Solucion: Segin el teorema 3.11 y la observacion 2, en realidad se estd preguntando cudl es la

direccién en que la derivada direccional de f en el punto P(1, —1) tiene el valor maximo, lo cual
ocurre en la direccién V f(P). Con ello, note que

Vi(z,y) =2z —y,—z+2y—1),
por tanto Vf(1,—1) = (3,—4), siendo este el vector donde la tasa de crecimiento de f en P

alcanza su valor maximo. Para hallar este valor, note que las primeras derivadas parciales de f

son continuas y por tanto f es diferenciable, entonces, por el teorema 3.11, el valor maximo es

V) =[IVFA, =Dl =3, =4)[| = 5.

Ejemplo 3.30 Considere la funcién f(z,y, z) = 22 + y> + 22 en el punto P(1,1,1). Determine

la derivada direccional de f en P, en la direccién del crecimiento maximo.
Solucion: De acuerdo con el teorema 3.11, basta calcular ||V f(P)]|, donde

Vf(z,y,2) = (2x,2y,2z).

4Recuerde que puede cambiar tasa de crecimiento por derivada direccional.
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Asi, |[VF(L, LD = [1(2,2,2)] = 2V3 es el valor de la derivada direccional de f en P,

en la direccion del crecimiento maximo.

Definicion 3.11 (Derivada direccional a la largo de una curva) Sea f : U C R" — R
una funcién diferenciable en el conjunto abierto U de R™ y sea C una curva con parametrizacion
r : R — U, se define la derivada direccional de f a lo largo de la curva C en el punto P =
r(tp) € U como

Dro f(P) = V£(P) - T(to),

donde T'(tg) es el vector tangente unitario a r en el punto P.

Observacion 3.14 Si la curva C esté descrita de la forma

C: gl(l‘aywz) =0
gQ(J:ayyZ) =0 7

el vector tangente unitario en el punto P € C, sin necesidad de parametrizar la curva,

se puede calcular como
Vgi(P) x Vga(P)

TP = R (P) < Vaa P

Ejemplo 3.31 Halle la derivada direccional de f(z,y) = 2? — 2zy a lo largo de la pardbola
y = 2% — 2+ 2 en el punto P(1,2).

Solucion: Note que la parabola se puede parametrizar como r(t) = (¢,t> —t +2), donde si t = 1

se produce el punto P(1,2). Por otro lado 7'(t) = (1,2t — 1), por lo que el vector tangente a f
en el punto P estd dado por

Y Wy 1
0= o = 1won = vty

El gradiente de f es
Vf(x,y) - (2$ - 2y7 —QZE) = Vf(lv 2) - (_27 _2>a

de esta manera se tiene que

—4

Dy f(P) =V [f(P)-T(1) = (=2,-2) - —=(1,1) =

Sl
5l
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Ejemplo 3.32 Sea f(z,y,2) = 2? + 2y — 2 y considere la curva

r(t) =

< 1+sent 24+ 2sent
cost,

VERE]

1. Muestre que la derivada direccional de la funcién f en los puntos P = r(ty) a lo largo de

) , con te|0,n].

la curva r(t) es —sen(2t).

2. Determine todos los puntos sobre la curva r(t) en los cuales la derivada direccional

de f alo largo de r(t) es nula.

Solucion:

1. Por la defincién 3,11 se sabe que la derivada direccional de la funcién f en los puntos
P =r(tyg) a lo largo de la curva r(t) estda dada por la férmula

Dy f(r(to)) = V£(r(to)) - T(to)-

cost 2cost

Ahora, observe que 7’'(t) = (— sent, ——, ——
que 7' (t) A

) y que ||7(¢)|| = 1, por tanto
costy 2cost
T(to) = (— Sento, WO, 70) .

Por otro lado, note que Vf(z,y, z) = (2x,2,,1), entonces V f(r(tg)) = (2 costg, 2, —1). Con
estos datos se tiene que

Drof(r(to)) = Vf(r(to)) - T(to)
= (2costp,2,—1)- (— sen tg,

costy 2costy )

V5 Vb
—2costysenty
— sen(2t).

2. Segtn la parte anterior de este ejemplo, se debe hallar el o los valores t tales que — sen(2tg) =

0 con tg € [0, 7], es decir, cuando

» 2tg=0=1 =0, " g =71 =1 = =, » 2 =21 = tg=m.

NN

1 2 2 4
De esta manera los puntos buscados son r(0) = (1, —, —), r (E) = (O, —, —) y

| ) 5) 5 2 5
)= (1 g5 )

ot
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Ejemplo 3.33 Determine la derivada direccional de f(x,y, 2) = 24y —22 en el punto P(3,4,5)
a lo largo de la curva
202 + 22 — 22 = 25
C: 9 o9 o .
“+y- =2 = 0

Solucion: Segin la observacién 3.14, sin necesidad de parametrizar la curva, el vector

tangente a C en el punto P esta dado por

_ Vgi(P) x Vga(P)
TP) = g, (P) < Vaa (P

donde gy (x,y,2) = 222 + 2y* — 22 — 25 y ga(w,y, 2) = 2% + y* — 2% Note que
Vgl(xvyvz> = (4$,4y, _22) = Vgl<374> 5) = (127 167 _1O> y

Vg2(l‘a Y, Z) = (21;’ 2ya _22) = Vg2(3’ 47 5) = (67 8a _10)
Entonces se tendria que

(12,16, —10) x (6,8 — 10) 1

T(3,4,5) = -
(3,4,5) (12,16, —10) x (6,8 — 10)[| 100

1
(~80,60,0) = =(~4,3,0).

También observe que Vf(z,y,2) = (2z,2y,—2z), asi Vf(3,4,5) = (6,8,—10). Con toda esta
informacién, por la definicién 3.11, la derivada direccional solicitada viene dada por

Drpyf(P) = V[(P)-T(P)
= (6,8,—10)- 1(—4,3,0)

Ejemplo 3.34 Calcule la derivada direccional de f(z,y,2) = 23 — 2y% + 22 en el punto P(1,1,1)
en la direccién de la curva

2

2 = 22—

{2x2+y2+22 = 4
C: 5 -

Solucion: Defina gy(z,y,2) = 202 + v + 22 = 4 y go(2,9,2) = 2y> — 23 — 22, Siga el mismo
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esquema de solucién del ejemplo anterior, al final la prespuesta debe ser la siguiente:

Drpyf(P) = Vf(P)-T(P)
= (3,-4,2)- }( 12,2,22)

72 16 88

— — +
V158 V158 /158
0.

Ejercicios

Ejercicio 59 Sea f(z,y) = 322y* — 1225 + 22y, Verifique que
8f of
Yo tY By =6/,

Ejercicio 60 Compruebe que los siguientes campos escalares son arménicas en R?, es decir,

0? 0?
satisfacen la ecuacién 8_]; + 8_g/f =0.
T+y
1. =7
f(z,y) R

2. f(z,y) =In/22 + 2.

3. f(x,y) =e Tcosy+e Ycosz.

Ejercicio 61 Sea f(z,y) = 2% sen(3z — 2y). Verifique la identidad

*f _,of

Ejercicio 62 Verifique que la ecuacién f(z,y) = sen(x? + 3?) satisface la igualdad dada por

02]” L of

Yo 0@/01’ oy

Ejercicio 63 Sea f(z,y) = y"e */%. Hallar el valor de n tal que f satisfaga la ecuacién dada

of _ 1 0 (,0f\
dy 2?2 Ox ox

por
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Ejercicio 64 Sea f(z1,29,...,2,) = In(x129 - - - 1,,). Verifique que

Ejercicio 65 Sea f(x1,z0,...,7,) = i P2, Il

. Muestre que

Ejercicio 66 Sea @ = (z,y,2)y f(x,y, 2) = ||i]|. Demuestre que V f(z, y, z) es un vector unitario

paralelo a .
Ejercicio 67 Sea f:R3* — R la funcién f(z,y,2) = z — 2% — 2.

1. Determine los puntos (z,y,z) € R3 donde el gradiente de esta funcién tiene la misma

direccién que el vector @ = (1,1,1).
2. Determine los puntos (z,y, z) € R? donde el gradiente de esta funcién es perpendicular al
vector @ = (2,—1,1).
Ejercicio 68 Verifique que las siguientes funciones son homogéneas determinando su grado.

1. f(z,y) = azx + by. 4. f(x,y):;+3y.
r—y

2. flz,y) = 22 + bzy + 2
f(x.) vy 5. f(z,y,2) =2 +9y° 4+ 2% + ayz.

T

3. f(x,y):seng. 2y + 22
6. flz,y,2) = ayln L2

P 2) = oy

Ejercicio 69 Halle la derivada direccional de la funcién f(z,v,2) = 2% +y* + 22 en el punto co-
rrespondiente a ¢ = 7, en la direccién del vector tangente unitario a la curva r(t) = (cost,sent,t).
Ejercicio 70 Considere la funciéon f(x,y, z) = 2% + y? + 22.

1. Halle la derivada de f, en la direccion del vector tangente unitario de la curva hélice

us

r(t) = (cost,sent,t) en t = —7.

2. Determine la ecuacion del plano normal a la curva C definida por

302 +y2 4+ 22 = 13
C: 2.2 .2 ;
r+y -2 = =7
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en el punto (1,1, 3).
Ejercicio 71 Considere la funcién f(z,y, z) = 22 + 2y% + 22 — 82 — 4 y la curva de interseccién
C entre el elipsoide 22 + 2y? + (z — 4)? = 20 y el paraboloide 12 + 2y? + z = 4.
1. Determine una parametrizacion trigonométrica para la cruva C.

2. Usando la parametrizacién anterior, determine la derivada direccional de f en el punto
P(+/2,1,0) a o largo de la curva C.

3. Use la observacion 3.14 para hallar la derivada direccional de f en el punto P(\/i, 1,0) a
o largo de la curva C.

Ejercicio 72 Calcule la derivada direccional de la funcién f(z,y,2) = xyze®™* en el punto
P(1,1,1) en la direccién del vector tangente unitario a la curva

ryz = 1
C: ,
{x2+y2—z2 =1

con segunda componente positiva.

Ejercicio 73 Sea f(x,y, z) = 23 — 2y® + 2%, muestre que la derivada direccional de la funcién f
en el punto P(1,1,1) a lo largo de la curva de intersecciéon de la superficies 222 + 4% + 22 =4 y
22 = 2y* — 22 es nula, es decir, verifique que Dy (P) = 0.
Ejercicio 74 Dada la funcién f(z,y, z) = 2% + y?> + 22 y el punto P(1,1,1).

1. Determine la derivada direccional de f en P, en la direccion del crecimiento maximo.

2. Determine la derivada direccional de f en P, en la direccién de la tangente unitaria, con

primera componente positiva, a la curva 2?2 + 9> =2, x +y + 2 = 3.

Ejercicio 75 Sea f diferenciable y suponga que las derivadas direccionales de f en el punto P

y en direccion @ y ¢ son, respectivamente,
Daf(P)=a y Dgzf(P)=0b,

donde @ = (uy,us) y ¥ = (v1,v2) son vectores linealmente independientes. Determine el V f(P).

Sugerencia: debe averiguar ——(P) y g(P)
Y

ox
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3.5. Plano tangente y recta normal a una
superficie

Sea S una superficie diferenciable descrita por la ecuacién f(z,y,z) = 0y sea P un punto sobre
S, para cualquier curva C sobre S con parametrizacion r(t) = (x(t), y(t), z(t)) tal que r(to) = P,
se tiene que el vector Vf(P) - 1'(tg) = 0, es decir, el vector Vf(P) es perpendicular a toda
trayectoria sobre S en el punto P.

© . Plano Tangente

Figura 3.1: Plano tangente y recta Normal a la superficie S en el punto P

Definicion 3.12 (Plano tangente y recta normal a S) Sea S una superficie descrita por
f(z,y,z) = 0. Se define la ecuacién normal del plano tangente a .S en el punto P € S como

VfiP)- (X -P)=0,

donde X = (z,y, z) es un punto arbitrario del plano tangente, diferente de P. Si se asume que
Vf(P) = (a,b,c) y P(p1,p2,p3), entonces la ecuacién cartesiana del plano tangente a S en el
punto P € § es

ar + by + cz = apy + bpa + cps.

También se define la ecuacién vectorial de la recta normal a S como
(x,y,2) = P+tVf(P), con t €R.

Al punto P € S se le suele denominar punto de tangencia.
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. 3
Ejemplo 3.35 Encuentre una ecuaciéon del plano tangente al elipsoide ZxQ +3y2+22=12en
el punto P(2,1,/6).

Solucion: Primero observe que P pertenece a la superficie dada. Segundo, defina la funcién

3
flz,y,2) = sz + 3y% + 22 — 12, donde

Vilx,y,z)= (gwﬁy, 22) = Vf(2,1,v6) = (3,6,2V6).

Seguidamente, la ecuacién del plano tangente a la superficie en P es

3:r+6y+2\/62 = 24.

Ejemplo 3.36 Encuentre una ecuacién del plano tangente a la superficie z = 22 4+ % — 4, que
sea perpendicular a larecta v =3 +4t, y = —-2t, 2 =1+1t,t € R,

Solucion: Defina f(x,y,2) = 2% + y> — 42 — 2, donde Vf(x,y,2) = (22 — 4,2y, —1). Se debe

hallar el o los puntos de tangencia. Para ello, sea P(a,b,c) alguno de estos puntos, con P en la
superficie dada.

Dado que la ecuacion del plano tangente en el punto P de la superficie dada es perpendicular
a la recta (z,y,z) = (3,0,1) + (4, —2,1), el vector normal de dicho plano es paralelo al vector
(4, —2,1), consecuentemente V f(a,b,c) = (2a — 4,20, —1) = A\(4,—2,1), para algin A € R. Asi
se forma el sistema de ecuaciones siguiente.

2a—4 = 42 (1)

26 = =2\ (2)

-1 = A (3)

a2+ —4a—c = 0 (4)

De (3) se obtiene que A = —1, lo cual se sustituye en las ecuaciones (1), (2) y (4) para concluir
que a =0, b =1y ¢ = 1. Con esto, el punto de tangencia es P(0,1,1) y la ecuacién del plano
tangente a la superficie z = 22 + y? — 4z en el punto P es

—dr 42y —z=1.

Ejemplo 3.37 Encuentre los puntos de tangencia tal que el plano tangente a la superficie 22 +
y? + 22 = 1 sea paralelo al plano 2z —y 4 3z = 1.
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Solucion: Es similar al ejemplo anterior, s6lo que en este caso solo se limita a hallar los puntos

de tangencia. Defina f(xz,y,2) = 2% + 3?4+ 22 — 1, donde Vf(z,y, 2) = (2, 2y, 2z). Sea P(a,b,c)
el o los puntos de tangencia buscados, y como el plano tangente en P es paralelo al plano
2 — y + 3z = 1, sus vectores normales deben ser paralelos, es decir, existe A € R tal que
Vf(a,b,c) = (2a,2b,2c) = A\(2,—1,3). A partir de esta informacién se forma el siguiente sistema

2 = 2\ (1)
20 = =\ (2)
2% = 3N (3)
a2+ +ct-1 = 0 (4)

A 3A
De (1), (2) y (3) se tiene que a = A\, b = —5 ¥ ¢= -, cuyos resultados se sustituyen en (4) de
la siguiente forma:
N30
(-2 ) =
(3) (5
A2 9N?
= Ny —+ 2 =1
+ 4 * 4
7\?
= o = !
= _ oy 2
V14
L i A 2 t 2 b ! b 5 1 to d
uego, si A = —, entonces a = —, b = —— = ——, por lo que un primer punto de
s V14 V14 14 Y V14 P b P P

tangencia es

( 2

V14’
, : 2

Analogamete, si A = ———, entonces a = ———, b =

V14’ 1

—_
> |
[
E L
fiq e
o~
N—

3
b= ——=, por lo que el segundo

1
V14 Y V14

W

punto
de tangencia es

Ejemplo 3.38 Determine la ecuacién del plano tangente a la superficie z = 22 4+ y?, de manera
que sea paralelo al plano 3z + 8y — 5z = 10.

Solucion: Sea f(z,y,z) = 2% 4+ y? — 2, por tanto Vf(z,y,2) = (2z,2y, —1). Defina el punto

P(a,b,c) como el o los puntos de tangencia buscados, dado que el plano tangente en P es paralelo

al plano 3z + 8y — 5z = 10, sus vectores normales deben ser paralelos, entonces existe A € R tal

98



3.5. Plano tangente y recta normal a una superficie

que Vf(a,b,c) = (2a,2b,—1) = A\(3,8, —5), formando el siguiente sistema de ecuaciones

20 = 3\ (1)
26 = 8\ (2)
-1 = —=5x  (3)
a?+b—c = 0 (4)

1
De la ecuacién (3) se deduce que A = = los cual se cambia en (1) y (2) para obtener que
3 4
a = 10 yb= 5 Posteriormente, estos dos resultados se sustituyen en (4) y se determina que
73 3 4 73
c = 100° Asi sélo existe un tnico punto de tangencia el cual es P (1—0, R m) Con ello,

la ecuacién cartesiana del plano buscado es

3,.8 T
507 5Y T 7T 100

o bien
60z + 160y — 100z = 73.

Ejemplo 3.39 Determine todos los puntos de la superficie z = 22 — 22y — y? — 8z + 4y donde
el plano tangente sea horizontal.

Solucion: Defina Vf(z,y, 2) = 2% —2xy—y? —8x+4y—z, asi V f(z,y, 2) = (20—2y—8, —2x—2y+

4, —1). Luego, un plano es horizontal si es paralelo a otro plano con vector normal (0,0, 1). Asi, sea
P(a, b, c) un punto de tangencia, entonces V f(a, b, ¢) = (2a—2b—8, —2a—2b+4,—1) = X(0,0, 1),
de donde se forma el sistema

2a—-2-8 = 0 (1)

—20—2+4 = 0 (2)

-1 = X (3

a? —2ab—b* —8a+4b—c 0 (4

De las igualdades (1) y (2) se deduce que a =3y b = —1, lo cual se cambia en (4) para obtener
que ¢ = —14. Es claro que A = 1, sin embargo, este valor no afecta las demas igualdades. Asi,
existe un plano horizontal tangente en el punto P(3, —1, —14).

Ejemplo 3.40 Muestre que las superficies 22 + 4y + 22 = 0, 22 + 32 + 22 — 62 + 7 = 0 son
tangentes entre si en el punto P(0, —1,2).
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Solucion: Realmente lo que se debe probar es que las superficies dadas tienen el mismo plano

tangente en el punto P(0,—1,2). Bajo esta premisa, note que dicho punto pertenece a ambas
superficies, siendo, efectivamente, un punto de tangencia para ambas. Ahora, sean fi(z,y,2) =
2?2+ 4y + 22y folw,y,2) = 2% +y? + 22 — 62+ 7, donde

Vf1(:17,y,z) = (23374’ 22) = Vfl(oa _172) = (07474)a

Vfa(z,y, z) = (22,2y,22 — 6) = V f5(0,—1,2) = (0, -2, —2).

Con esta informacion, se induce que el plano tangente a ambas superficies f; y f2 en el punto
P(0,—1,2) es
y+z=1,

y por tanto son tangentes entre si en el punto P(0, —1,2).

Ejemplo 3.41 Considere la superficie dada por zi + yg 25 =2
1. Determi 1 pl t te a dich fici 1 t P( L1 1)
. Determine al plano tangente a dicha superficie en el punto —,—,—1].
¢ VB /8
2. Verifique que el plano tangente averiguado corta a los ejes coordenados en puntos cuya
suma de cuadrados es 8.

Solucion:

1. Note que el punto P dado pertenece a la superficie dada pues

() () nedepores

Defina f(z,y,z) = 25 + y§ NIy 2, por tanto

s ) (£223)

Por comodidad se toma (\/5, V2, —1) como un vector paralelo al hallado, asi, el plano

Wl

2 12 _1 2 _
Vf(x,y,Z):(g.fU Sagy 3752

tangente a la superficie dada en el punto P es

\/§x+\/§y—z:2.

100



3.5. Plano tangente y recta normal a una superficie

2. El plano tangente averiguado dado por V2x + \/§y — z =2 cortaal eje z cuando y = z = 0,

lo cual ocurre en el punto x = — = V2. De forma similar, dicho plano corta al eje y cuando

V2

2
x = z =0, lo cual ocurre en el punto y = 7 = V2 e interseca al eje z cuando x =y = 0,

es decir, en el punto z = —2. Luego, la suma de los cuadrados de estos puntos equivale a
2 2 )
(V2) +(V2) + (=27 =2+2+4=3,

lo que verifica lo solicitado.

Ejemplo 3.42 Muestre que los planos tangentes a la superficie x? 4 y% +2E = d%, con d >
0, cortan a los ejes coordenados en puntos cuya suma de distancias al origen es d, es decir,

esta suma es constante.

Solucion: Defina f(z,y,2) = x7 + y% + 22 — d2, entonces

1 1 1
Vi) = (gt

Ahora, sea P(a,b,c) un punto de tangencia, entonces dicho punto estd sobre la superficie (es
decir, se cumple que az + b2 +c2 = d%) vy ademas el plano tangente a la superficie en P es

1_% +1b_%+1_%—1
50 T b iyt oz =ca

=
S
_|_

1 11
2.¢c= =dz2.
cz-c 22

Asi, los planos tangentes a la superficie 77 + y% 422 =d2 en los puntos de tangencia P(a, b, c)
tienen la forma
a2z + b*%y iy =da.

. . 11
Ahora, estos planos cortan al eje x cuando y = z = 0, es decir, en el punto x = d2a2. De forma
, : 11 .
analoga, cortan al eje y cuando x = z = 0, esto es en el punto y = d2b2 e intersecan al eje z
, 11 . . .
cuando x =y =0, asl z = d2c2. Luego, la suma de distancias al origen de estos puntos es

N =

dzaz +d2bz +dic: = d2 (a% +b2 +C%> = d2d> = d,

lo que verifica lo solictado en el ejemplo.

Ejemplo 3.43 Considere la superficie esférica 2% 4 y? 4 22 = 49 y sea P(a, b, c) un punto sobre

esta esfera.
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1. Pruebe que todos los planos tangentes a dicha superficie esférica en el punto P(a,b,c) son

de la forma azx + by + cz = 49.

2. Segun lo anterior, establezca que el plano 2x — 6y + 3z = 49 es tangente a la superficie
esférica 2? + y* + 2% = 49 y diga en qué punto.

3. Halle otro plano tangente a la esfera que sea paralelo a 2z — 6y + 3z = 49.

Solucion:

1. Defina f(z,y,2) = 2> + y* + 2% — 49, asi
VF(n9,2) = (20,25,22) = Vf(a,b,c) = (20,2, 2¢).

Entonces, los planos tangentes a la esfera x2 + y* + 22 = 49 en el punto P(a,b,c) son

de la forma
2ax + 2by 4+ 2cz = 2a- a4+ 2b- b+ 2c- ¢ = 2(a® + V? + ¢?),

pero como P(a,b,c) es punto de tangencia, entonces a® + b? + ¢ = 49, asi, los planos
anteriores son de la forma
ar + by + cz = 49.

2. Por la parte anterior, es claro que el plano 2z — 6y + 3z = 49 es tangente a la superficie
esférica 2% + y* 4 22 = 49 en el punto P(2, —6,3)

3. Dado que la superficie es una esfera y por la informacién anterior de este ejemplo,

el plano paralelo buscado es —2x + 6y — 3z = 49.

3.6. Regla de la cadena

Teorema 3.12 Sean f : R — R y u; : R* — R para i = 1,2,...,n funciones tales que
f= flur,ug,...,up) y u; = ui(x1,29,...,2,) para i = 1,2,...,n son diferenciables, entonces

Of <= Of Ous
8117]' B im1 8Uz 8117]'.
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3.6. Regla de la cadena

Observacion 3.15 Para una funcién de dos y tres variables, la regla de la cadena corresponde
a:

1. Si f es una funcién de dos variables, es decir, f : R? — R tal que f = f(u,v), u = u(z,y)

y v = v(z,y), entonces

0f _0fou_ 01 o0

Or Oudxr Ovox’

05 _9fou ofou

dy Oudy Ovoy
Para las derivadas anteriores, puede ser de utilidad el siguiente esquema, el cual jerarquiza
las variables de las cuales depende la funcién f.

f
N

U v
AWA
ry Yy

2. De forma similar, si f es una funcién de tres variables, esto es, f : R® — R tal que
f=flu,v,w), u=u(z,y,z), v=uv(x,y,2) y w=w(z,y,z), entonces

of _ofou ofov ofow
Oor  Oudxr Ovdr Owdr’

0f _0fou  0fov_ of o
Oy Oudy Ovdy Owdy’
af oOfou Ofov Of Ow
0z Oudz  woz  owoz
Para las derivadas anteriores, puede ser de utilidad el siguiente esquema, el cual jerarquiza
las variables de las cuales depende la funcién f.

Ejemplo 3.44 Sea f(z,y) = \/arctan (%) + tan(zy). Calcule g—f usando la regla de la cadena.
x

Solucion: Defina u(z,y) = arctan(y) y v(z,y) = tan(zy), entonces f(u,v) = u—+v. Asi,

xT
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Capitulo 3. Funciones Vectoriales de Variable Vectorial

usando regla de la cadena se tiene que

of _ ofou ofo
ox oudx OvOox

1 1 —y 1 )
2V/utov 1+ (y/x)? o 2uto (zy) -y

= L Y + ysec?(zy)
2Vu+ o \ 22+ 9?2 '

Por 1ultimo, y si fuese necesario, se sustituye v y v en términos de x e y.

Ejemplo 3.45 Sea f(x,y) = 2> + 332, donde = = e’ y y = cos(t), use la regla de cadena para

lcular —.
calcular —

Solucion: En este caso es una funcién de varias variables, cada una de las cuales es una funcién

de una variable. Luego,

of df 0x  Of Oy
ot ox ot | dy ot
= 2ze’ + 6y(—sent)
= 2e'e’ —6costsent
2¢2" — 6sen(2t).

Esta derivada también se puede obtener de manera simple sustituyendo x e y en términos
de t en la funcién f(z,y), y luego se procede a derivar la nueva funcién f(t).

Ejemplo 3.46 Seaw =r>+sv+t3, r =22+ 92+ 22, s = 2yz, v = xe¥ y t = y22, calcule w,
en términos de x,y y 2.

dw

Solucion: Se esta solicitando 5,
z

que por la regla de cadena es

ow Owdr Owds Owdv Ow ot

9z 9o 09s0: ovos | 00Oz

2r -2z +v-xy+s-0+3t2- 22y

= dz-(2® P+ 2% F e - ay +6(y2?)? - 2y
4a(z® + oy + 22) 4 2Pye¥ + 6y°2°.
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3.6. Regla de la cadena

Ejemplo 3.47 Sea F(z,y,z)

con derivadas parciales de segundo orden continuas y n € R. Muestre que

Solucidn: Defina u = 2 you= c,
x x

8_F
ox

De forma similar se obtiene que

8_F
dy

OF OF OF

— — F.
T or +y8y +Z(‘92 "

Entonces se tiene que

0

(@ (w,0)

na™ 1 f(u,v) + 2"
na" 1 f 4+ 2" (

na™ L f + 2" (

af
ox
of ou
oz
of —y

ou 22 Ov

(u,v)
of ov
of =

2

)

n (Of Ou
O+x <6u8y
n<8f 1 of
x

ou 'z o0
4 0f
n—1-J
. ou

of ov

)

)

(2),
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Capitulo 3. Funciones Vectoriales de Variable Vectorial

y que 9 9
F n
5 &(ﬂf f(u,v)) of

= 0- f(u,v) +x”$(u, v)

gy (20u 0700
= Ot <8u32+800z)
N T
-7 (au O+8v x)

0
= x"la—‘z (3).

OF  OF  OF
Luego, al cambiar (1), (2) vy (3) en la operacién T + ya—y + 2 e tiene que

8F 8F aF o n—1 n—2 af af n—1 6 n—1 af
x8x+y8y+28z = x(nm f—x (yaquzav +ylx 9 +z(x 9

4, Of ., Of 4 Of 4 Of
_ neg ,n—1, %)  _n-1_YJ n—1,~J n—1_YJ
= na"f—ux Vo, —F zaU—HE yau+x o
= nz"f(u,v)
ng(Y 2
N mcf(:c’x)
= nkF,

con lo cual queda resuelto el ejemplo.

Observacion 3.16 En el ejemplo 3.47 realmente se estd comprobando que F es una funcién
homogénea de grado n, esto en relacién con la definicion 3.9 y la observacién 3.11.

Ejemplo 3.48 Sea z = f(z,y), con x = rcosf y y = rsen . Muestre que
0:\ | L [0\ (0:\*, (0:Y?
or r2\00)  \Ox oy)

Solucion: Usando la regla de la cadena note que

9z _ 0z0z  0z0y Oz _ 0z0r 0z0y

8r ~ dzor  Byor Y 90 T 9:00 " dyon
P L — rsend 4 rcoss?
= COS 8:5 S€EN 8y = T SEN 833 T COS ay
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3.6. Regla de la cadena

A partir de ello se tiene que

9N (0?4 no®)
ar = COS ax Se1n ay

02\ 2 0z 0z 02\ 2
— o202 12 == 0 ) -
cos 9(8 ) + cos@sen&8 3 + sen 6<8y)

z x Oy

De forma similar se obtiene que
02\ > 9 9. [0z 2 0z 0z 9. [0z 2
(%) =7 (cos 0 <8_y) — 2sen cos H%a—y + sen” 60 (—) .
(5)
%> , como sigue:
0z\> 1 [9z\° o . [ 0% 2 0z 0z 9, (0% 2
(E) + 32 (%) = cos“ 0 (%) + 2 cos 0 sen 9%67/ + sen” 0 (a—y)
+ i'TQ cos? % 2—256n0c0s9%%+sen29 % i
r2 dy ox Oy ox
2 2 2 2
= cos’6 (%) +sen?6 <g—;) + cos? 6 (g—;) +sen?6 (%)

9z \> 92\’
o 2 2 2 2
= (cos® 6 + sen*0) (_01:) + (cos” 0 + sen® 6) (_8@/)

_%2—'—%2
 \ oz oy )’

siendo este el resultado al que se queria llegar.

8

Iy

1
2

2
z

Estos dos tltimos resultados se sustituyen en la operacion (8_)
r r

Ejemplo 3.49 Sea f : R — R una funcién real y derivable. Considere z = xy + af <y>,
x
verifique que 2, + yz, = 2y + 2.

Solucion: En primer lugar note que
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Capitulo 3. Funciones Vectoriales de Variable Vectorial

« () ()

De igual forma, observe que

SHEE=

zy = x+af (%)
)

De esta forma, y a partir de lo resultados anteriores, resulta que

v = (s (-2 () (e ()
e (o7 (2) s ()
- e (2
—_—

z

= xy—+=z.
con lo que se verifica lo solicitado.

Ejemplo 3.50 Considere la funcién F(z,y, z) = g +af (Q, E), donde f es una funcién
z xx
real de dos variables con derivadas de primer orden continuas. Compruebe que

Solucion: Defina u = J y U= c. Luego, derivando la funciéon F'y usando la regla de la cadena
x x

para la funcién f, se llega a los siguientes tres resultados:

8F_y1nx+y
or 2z z xrou x0v’

8_F xlnx+8f
oy z ou’

OF  —xylnzx N g
0z 22 o’
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3.6. Regla de la cadena

Con ello se tiene que

0F oF or ylnz y yof zof xlnz  Of
er +y8y+ 0z :c< z +z+f rOou x0v z +8u
—xylnz  Of
M ( 22 31})
_ xylnz  xy 3f of axylhx Of axylhzx 8f
a t el 5’u 28v+ z +y8u z T B
_ :ryinx f—l-@
)
con lo que se comprueba la igualdad dada.
0% f

Ejemplo 3.51 Sea f : R?> — R dada por f(u,v) con u = 2?y?> y v = xy, calcule

suponiendo que f posee segundas derivadas parciales coninuas.

0yox

Solucion: Primero observe que

of 8f0u+8f3v
ox Ooudx  Ov oz
af af

= —Zoxy® + =1y
8uxy+8vy

Segundo, se tiene que

0% f
0yox

0

3 (3r)

9 of

- 5 (G2 +50)
02f af 2F  of

_ 9u? 1+ 2y 9,
2y o W g0t T W
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°f 0 (01
oyou Oy \ du

Luego, note que

_

=

_ Ohdu 0.0

 Oudy  Ov Oy
Pf o | Pf

= —= 2).
8u22x v+ Bodu- 2)

De forma similar se obtiene que
0% f 0% f 0% f

_ 2 s
oydv  Oudv 20y + du2" (3):

Posteriormente, sustituya los resultados (2) y (3) en (1), obteniendo:

Pf (P, i Rf . & of
=(=%52 2 —4 2 — —.
Oyox <8u2 Ty (91)81133) W5 T Guan Y T ot )V By
Dado que las segundas derivadas parciales de f son continuas, entonces por el teorema 3.6 se
. *f o . . N .
tiene que = , as la derivada anterior se simplifica, por lo que es equivalente a:
oudv  Ovou
0% f 0% f 0% f of 0%f  Of
— 4 3,37 J 4 2.2 dry—— - J iy
dyox TV B Ty Oudv * “Uou Ty ov? + ov

Ejemplo 3.52 Sea f:R? — R dada por f(u,v) con u = 22 + y? y v = zy, verifique que

O2f  Of . ,0%f *f 0%
a2z~ 2ou T g T 00 TV G

si f tiene segundas derivadas parciales continuas.

Solucion: Note que

of _ ofou ofo

ox Oudxr  Ov Ox
of of

= Yo Yy
ou x+(%y
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3.6. Regla de la cadena

Luego, observe que
0% f
Ox?

0
%((%)

_ 9 (9f,
%(a_ +—)
af f *f

axﬁu dxo0” (1)-

De forma similar al ejemplo anterior, concluya que:

O*f  Ofu  O*f O*f
ordu  Or @230 + 8v8uy (2),
*f  0f,  0*f O*f
drdv  Or  Oudv T 902? (3).

Por ultimo, cambie las ecuaciones (2) y (3) en la ecuacion (1), considerando que las segundas
o*f  0°f
oudv ~— Ovdu’

derivadas parciales de f son continuas, entonces por el teorema 3.6 se cumple que

asi se obtiene el resultado

32f7 of 20 f O*f 20 f
0?2 2%4_4 W—Hl 8u0v+yW’

que es precisamente lo que se queria demostrar.

Ejemplo 3.53 Sea z = f (:Ez—i—yQ,f) una funcion real de dos variables con derivadas
)
0? f 0% f

de primer y segundo orden continuas. Determine —=

0x? 8x8y

Solucion:  Definau=2a2>+y’yv = L Use como referencia el ejemplo 3.51 y el ejemplo 3.52.
)

Con ello, llegue a concluir los siguientes resultados:

2 2 2 2
Pf _ 20 LPf Ax Pf L 0f

922~ " 2 y2W+?8u8v+ ou’

orf o 2( x2> 2f  w f 10f

Aoy 2L -2 re) 29
wy oudv B v Y2 ov

0xdy ou?

Ejemplo 3.54 Transformar la ecuacién

9z 0z T
e By z
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a las nuevas variables u = 2z — 22

Solucion:

0z 0z0u 0z 0v

con ello se tendria que

2y

= 2027

= zgc(z2 +2232, + Yzy)

= 2y

De forma andloga se calcula

dy

02 _0:0u _0:0v 02
or Oudr Ovdr Ou

Capitulo 3. Funciones Vectoriales de Variable Vectorial

, U= g. Simplificar el resultado.
z

Defina z = z(u,v), entonces usando la regla de la cadena se tiene que

0z 0z —yg—;
(2—22’%) +% <—22 > 5

2u(2 — 222,) — yz;sz

2222, — 2232, 2, — YZpZa
2

z
2z22u — 2z3zuzx — YZyly
2z2zu
2
22%2,
2 9253 :
22+ 2222y + Y2y

0z
—, cuyo resultado es

22y

Zy:

224+ 2232, +yz,

. ut 2t .
Por otro lado, si u = 2z — 22, entonces x = ysiv= g, entonces y = vz. Realizando
z
. ., 0z 0z )
estos cambios en la ecuaciéon r— + y— = — se tiene que
ox oy =z
u+ 22 2222, 22y %ﬁ
. + v - —
2 22+ 2232, + Yz 22+ 2232, + Yz z
N (u+ 2%)(2%z0) + 20(22,) w422
22 + 2232, +v22y N 2z
uz?z, + 24z, + v222, U+ 22
= =
22 4+ 2232, +vz22, 2z
N UZ 2y + Z?’zu +vzz,  u+ 22
2+ 2222, + vz, B 2z
siendo esta ultima la ecuacion dada en las variables u y v.
Ejemplo 3.55 Considere la funcién dada por f(r), donde r = /2% + - - + 2.
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3.7. Derivada implicita

1. Pruebe que of = ﬂf,a.
o0x; r
0% f B r? — xf

2. Muestre que —5

2
= + =L frr
axg T3 fT TQ fT‘T

Solucion:

1. Usando regla de la cadena se tiene que

of 8_f5‘7'
dr;,  Orox; 5
T
B fr2\/x%+---+$%
- w4 ta
X
= _fr-
r

2. Para verificar la segunda igualdad se tiene que

#r o (o
8.%12 Oz \ Ox;

- aii (x?f>

ox; \'r ox; r
- T—a?lgg;‘f Ofr Or i
r2 " Or Oz,
2 2
re — X T T
— 3 . fT _l_fr,r__z _Z
r roor
2 2 2
re — X
= 73 Zfr+r_;frr'
3.7. Derivada implicita
Teorema 3.13 Sea F(#,y) = 0 con & = (21,22, ...,2,) una funciéon con todas sus derivadas
Y

parciales continuas tal que F(P) = 0y F,(P) # 0, entonces F' determina implicitamente una
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Capitulo 3. Funciones Vectoriales de Variable Vectorial

funcién y = f(¥) diferenciable tal que F(Z,y(Z)) =0y

a’lfi %—5 Fy

Observacion 3.17 Algunos casos particulares del teorema 3.13 anterior son:

1. Si una ecuaciéon F(x,y) = 0 determina implicitamente una funcién diferenciable f
de una variable z tal que y = f(x), entonces:

dy % F

= Tor T T
dx Sy F,
2. Si una ecuacion F(z,y,z) = 0 determina implicitamente una funcién diferenciable f

de dos variables = e y tal que z = f(x,y), entonces:

0z g—i F, 0z %—5 F,
or & F, oy & F,

Ejemplo 3.56 La ecuacién In(y/22 + y2) — aarctan <£) = 0 define implicitamente y como
T
funcién de z, determine v’ y 3/”.

Solucion:  Defina F(z,y) = In(y/22 +y2) — aarctan (E) Luego, por el teorema 3.13,
x

para la primera derivada se tiene que

yolv _ E

dz F,
1 1 2 a —y
. . m —_——_— .
\/x2+y2 24/ z24y? I4+(y/z)*  2*
T 11 9y _ _a 1
\/m2—|—y2 2\/x2+y2 Y I+(y/z)? =

x ay
12+y2 + $2+y2

Yy axr
x2 +y2 x2 +y2

T+ ay
ar — 1y

Para la segunda derivada se tiene que:
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3.7. Derivada implicita

Py _ d (rea
de?2  dxr \az—vy

(1 +ay)(ax —y) — (z +ay)(a —y')

(ax —y)?
ax—y+ad’zy —ayy —ax + zy — ay + ayy’
B (az —y)?
 —y+adiry +ay —a’y
B (ax —y)?
—y+a’z (%) + <z;—fz> —a?y

- (az —y)?
B (a® +1)(2* + ¢?)

(ax —y)*

siendo este el otro resultado buscado.
Ejemplo 3.57 Suponga que y = f(z). Dada la relacién ze¥ +y — 1 = 0, muestre que

Py V(24 xeY)
dz? (14 zev)3

Solucion:  Para verificar la igualdad dada, defina F (x,y) = xe¥ +y — 1, con ello se tiene que

dy  F; —eY
dr F, xev+1

Con ello se tiene que

Py _d (o
dz?2  dx \xeY +1

—eyi—g(xey +1)+e¥ (ey + xeyg—g)

(zey 4 1)2

—eY <we_f_il> (xe¥ +1)+¢¥ (ey + xe¥ <$e_yeil>>
- (xe¥ +1)2

e + e% (1 — %)
- (wey 4 1)2

e 4 £
_ zev 11

(xeY +1)2

e?(2 4 zev)
T (I+aev)

con lo que se demuestra lo solicitado.
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. 0 0
Ejemplo 3.58 Sea z = f(z,y) tal que 2222 + xy? — 23 + 4yz = 5, encuentre (')Z y 82'
Y
Solucion:  Defina F(x,y,2) = 222% + xy® — 2> + 4yz — 5, entonces se tendria que

0z F. —2x2% —y?
ox F, 2a22—322+4y’

0z Fy = “2uy—4z
oy F, 2222 —322 44y’

|3

Ejemplo 3.59 La ecuacién F <\/ +y+z :L"2y2z2> = 0 define implicitamente a z = f(z,y).

0z
Determine —

aya’

en términos de las derivadas parciales de F.

Solucion:  Sean las funciones u = /22 +y + z y v = 229?22, lo cual implica que F(u,v) = 0.

0z 0z
Esto, a su vez, determina que para obtener 8_ 8_ se debe usar, ademés del teorema 3.13, la
regla de la cadena. En efecto:
zFy, 2.2
0 % gmewn GRS CWER i wpen e
Or  OF T T 0FJu | OFdv ‘

oz Duo: T ovo: \/TW + 22%y22 F, Fy+422y?2F /22 4+ y + 2
De forma similar se obtiene que

OF OF AF — Lt 4 22922F,
0z By Gaoy T 900y 2/ 2+y+z +ertyz _ P 4oy Fy /22 + y + 2

3_y:_a_p: OF ou | OF v

Bz Ou 0z + v 0z \/Q—TW + 22723/ 2k, F,+ 4a:2y22Fm/ x2 + Y+ 2z

Ejemplo 3.60 Suponga que la ecuaciéon F(z +y 'z,y + 27 '2) = 0, con F una funcién diferen-
ciable, define implicitamente z = f(z,y). Muestre la igualdad

82 +y 0z
81: (9

=z —xy.

Solucion:  Utilizando el teorema 3.13, la igualdad dada se puede reescribir de la siguiente
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3.7. Derivada implicita

forma.
xaz+ 02 z—xy = Fx+ Fy—z x
or y(?y N y F, F. y
—xkF, —yF,
=z—x
F 4

Con ello, se deben calcular las derivadas parciales Fy, F,, y F;, para lo cual se define u = z+y~ 'z

y v =y + 2~ 'z, de esta forma se obtiene que

F_@F_@F@u OF Ov z z

T = &5 — A A __:Ful Fv'__:Fu__Fm
oz Oou Ox + Ov Ox + 22 22
oF O0FOou OF Ov —2z z

= a5 — 3 A __:Fu_ Fv'lev__Ftu
Y Oy Oudy + ov Oy y? N y?
_6F_8F8u+8F3v_F 1+F 1_Fu+Fv
0z Oudz oz "y Yy T

Con lo anterior se tiene que

aby—yR,  —t(Ba—ER) - (F - y—Fu)

y
F. By B

_waFu+yZFv_xy2Fv+xZFu
Yy
By +yFy
Yy

_‘T?yFu + yZFv - nyFv +zzF,
xF, +yF,

(yzF, + 22F,) + (—2?yF, — 2y*F,)
xF, + yF,

2(yFy + xF,) — ay(zFy + yFy)
xFy, +ykF,

(z —ay)(xFy, + yFy,)
rFy +yFy

= z—ay,

lo que demuestra lo solicitado.
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Ejemplo 3.61 Pruebe que la funcién implicita z = f(x,y) definida por

F | In(v/ 2% + y? + 22), arctan S =0,
Vat+y?

satisface la identidad

9z _ 9z _,
Yo Yor T

Solucion:  Usando el teorema 3.13, la identidad dada se puede reescribir como

0z 0z 0 = F, F, 0
rT— —Yy— = xr . ——= — —_— =
oy y@x I, 4 F,
ol +ykby

F,
= —zby+yl, =0.

Por lo anterior, basta probar que —aFy + yF, = 0. Con ese fin, defina u = In (x/xz +y? + 22>

z
y v = arctan | ————=|. Entonces, por la regla de la cadena se tiene que
Va2 +y?

OF _O0Fou OF0v_ _af, _ wF
or  Oudxr Ovidr a2+y?+ 22 (22 + 12 4 22) /x2_|_y2’
OF  OFOu OF Ov yF, yzF,

=4 = _ )
dy  Oudy Oy rr+yr+z2 (22442 4 22) /22 + 12

Asi se tendria que

F, F,

22427 (22 +y2 + 22) /22 + 2

n zF, zzF,
y p—
2+ y? 422 (22 g2 4 22) /22 42

B —xykF, xyzFy, . xykF,
2+ y? 4+ 22 (a2 g2 4 22)\ 22 4 y2 PR yR 2P
xyzF,

(x2_|_y2_|_22> /172+y2

= 0.
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Ejemplo 3.62 Suponga que la ecuacién F(zy,y®> — 3zyz) = 0 define implicitamente
z = f(x,y). Verifique la igualdad
50z 0z

2
— = XY= =0.
xax xyay+y

Solucion:  Use como referencia el ejemplo 3.61 resuelto anteriormente. Por el teorema 3.13 se

0 0
establece que la igualdad 332—2 — 1y © + % = 0 es equivalente a la igualdad

ox 0_y
—2%F, + xyky + y?F, = 0.

Para determinar las derivadas parciales de F, defina u = zy y v = vy — 3zyz, entonces
se tiene que:

OF _oFou  oF 0y

dr  Oudr Ov oz
oF O0FOou OF ov
O STt T uF, + (3 - 3a2)F,
3y~ 9u oy + 0 9y xF, + (3y” — 3x2)

oF B OF Oou OF Ov

=yl — 3yzF,,

— = ——+ —— =0-—3xyF,.
0z  Ou 0z * ov 0z w
A partir de estos resultados se cumple que
—22Fy + ayFy + y*F, = —a*(yF, — 3yzF,) + ay(xF, + (3y* — 322)F,) + v*(—3xyF,)

= —2*yF, + 32%yzF, + 2*yF, + 3zy*F, — 32%yzF, — 32y F,
0.

Ejemplo 3.63 Sea F : R? — R una funcién derivable. La ecuacién

F(zsenycosz,ysenzcosy, zsenx cosy) = 0,

define implicitamente la funcién derivable z = f(z,y). Calcule —f y = en términos de las

or ~ 0Oy

derivadas parciales de F.

Solucion:  Use como referencia el ejemplo 3.59. Defina u = zsenycosz, v = ysenzcosy y

w = zsenx cosy. Entonces, usando regla de la cadena, las primeras derivadas parciales de F' son:

OF _O0FOu OF v  OF 0w

. 9 %%—F%%%—%am =F, -senycosz+ F, -0+ F, - zcosx cosy.
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OF 8F8u+8F8v+8F8w 7 R )
R T o o T o o T o g, fuC0sycosz - (sen z cosy — ysen z sen

dy OJudy Ovdy Owdy “ y v y—vy y

—Fy - zsenxseny.

OF  OF Ou 8F8v+8F8w_ 7 PP r

92 oudz vz owos | LuwvseRysenzom Ly Y Coszeosy Ly s SENLCOS Y.

Con estos tres resultados y usando el teorema 3.13, se cumple que:

0z  F, —F, -senycosz — F,, - zcosxcosy

dr  F, —F,-xsenysenz+ F,-ycoszcosy + F, -senzcosy’
0z F, —F,-cosycosz—F,- (senzcosy —ysenzseny) + Fy, - zsenxseny
oy  F.

—F, -xsenysenz+ F, -ycoszcosy + Fy, - senx cosy ’

siendo estas las derivadas de z respecto a x e y, respectivamente, en términos de las derivadas
parciales de F.

Ejemplo 3.64 La ecuacién F(z,y, 2)

Muestre que en el punto P (62, %, 2) se cumple el “Teorema de Schwarz”, el cual establece que

xyz — e* = 0 define implicitamente a z = f(z,y).

0%z B 0%z
oyor  0x0y’
Solucion:  Usando el teorema 3.13 sobre la derivada implicita, se tiene que
0 Fy — o) 1 - =L.2
_Z___: yzz:>_z(62a_72)_ yZZ - 221 2~ 2
Ox F, zy—e ox 2 Ty =21 €z —e e
%:_Fy - — i% 627172 — - _6122 =4.
oy F. ay—e T 0y \ 2 = (a1gy 2 f—e?
727
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3.7. Derivada implicita

Posteriormente, se tiene que:

0 _ 0 (0:\_ 0 ( -y
oyor oy \ox) Oy \ay—e?
z

(zy — €7)?
e (1 (-2-3-9) () - (F-2) (¢ -e-9)
~ o\ 2%) T —eay?
Y . (=)
_ —4. == —3¢?
A T
T e

Por otro lado, y de forma similar, se calcula

02z B é % _ﬁ —xz
oxdy  0x \Ody) Oz \zy—e?

_ (—z — x%) (xy — e*) — (—xz) (y ez%)
B (zy — e)?
o (212) (2= 3) () - (~e22) (5 -2 3)
€, = _e2)\2

0x0y 2 2 (T)

4. =2 e
) 5

= -5

con lo que se verifica la igualdad establecida por el “Teorema de Schwarz”.

Ejemplo 3.65 Sila ecuacién F(ax + by +cz) = 2% +y? + 22 define implicitamente a z = f(z,y),

siendo f y F diferenciables, determine 8—Z
x
Solucion:  Defina la ecuacién

G(SU,?J’Z)ZF(ax+by+cz)—x2—y2_22:07

entonces por el teorema 3.13 se tiene que

oG
92 _ &
oG
ox &2
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Luego, tomando u = ax + by + cz, observe que

(9_G oOF
ox ox

De forma similar se determina que

%—C; =cF, — 2z.

Asi se tiene que
0z %—g aF, —2xr 2x —akF,

8_3:7_%7 cF,—2z c¢F,—2z2'

Ejemplo3.66 Sea:= f (z - g (g, f)) , donde z define implicitamente una funciéon que depende
xx

de z e y, ademés f y g son derivables. Calcule a—z
x

Solucion:  Defina la nueva funcién

xx
oF
) y z 9z Er
ademés sean u = =, v = —y w = z- g (u,v). Con ello y el teorema 3.13 observe que — = —5F-
x x Ox 9z

Asi se calcula las derivadas parciales siguientes:

OF
s Para — se cumple que
ox

oF _ of
ox or
_ Of ow
~ ow oz

_of 0g Ou  0g Jv
- ()

2f
=~ 5 (Wgu+290).
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3.7. Derivada implicita

OF
= Para — se cumple que
0z

or - _ of _
dz 0Oz
_ Ofow _
- Ow 0z
_of 0g Ou  Og v B
T Ow (1 g+2 (8u82+8v82>> !
— Ao 0+ T
= o (942 (9. 0+2)) -1
= —(vg+2g,) —1

Finalmente se tendria que

9z Bz _%@gu + 2g0) B 2(Ygu + 290)

OF :
Oz 0z % (:I:g + 2y — f%) x (ch + 29y — fi)

Ejemplo 3.67 Sea u = f(w) una funcién con derivada continua, donde w estd definido implici-

2

tamente por medio de la ecuacién w? = 22 4 y? + 22. Verifique la igualdad

a:@ﬁ— @+Z@—wf’(w)
Ox y@y 0z '

Solucion:  Para usar el teorema 3.13, defina la funcion F(z,y, z,w) = 2% +y? + 22 +w?. Luego:

ou_ 0fow  _0f-% of-w a0l _w
or ow Ox _8w‘g—i_8w—2w_w8w_w w-
Regla de la cadena
JOu_ 0w _Of e OF =2 w0l ¥,
oy ow Oy ow g—i ow—2w wow w '

Regla de la cadena

ou z
= De igua forma se llega a que — = — f'(w).
0z w
Ahora, usando estos tres tltimos resultados para sustituirlos en la igualdad que se debe

verificar, se tiene que:
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x@x

Ejemplo 3.68 Suponga que la ecuacién F(x,y, z) = 0 define implicitamente a z = f(z,y) como
0z 0%z

92 y m en términos de las

una funcién diferenciable en un entorno del punto P. Determine

derivadas parciales de F.

(4 — _F
Solucion:  Por el teorema 3.13 sobre la derivada de la funcién implicita se tiene que BZ = — Fx
Xz z
0z F,
— = ——=. Posteriormente
y 8y Fz )

0%z 0 (o2 0O F,
o2 ox \ox) Ox F,
e R
_ F2
z oz oz
(me+FxZ%)Fz_Fx(sz+Fzza_m)
FZ
F, Fy
_ FZQ
F?
2F, . F.F, — Fme — Fngz
F3 )

De forma similar se tiene que

0 0(0:\_0(F
oyor — Oy \odx) Oy F,
88I;}F —F, 3(91;2

FZ
(Foy+ B 32) P = By (Fuy + P %)
2
(Foy+ oz ) B = B (Foy + oo - — )
_ -
—FyyF2? + Fy.F,F. + F.,F,F. — F..F,F,
F3 |
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3.7. Derivada implicita

Ejemplo 3.69 Considere el sistema de ecuaciones

?+yt+ut -0 = 0
ry+uw = 0
) Oou Ov Ju Ov
suponga que u y v son funciones de z y y. Calcule —, —, — y —.
Oxr’ Oz Oy~ Oy
Solucion:  Segiin lo establecido en el ejemplo se tiene que v = u(z,y) y v = v(z,y). Para hallar
Ju v

dz Oz

, derive parcialmente el sistema dado respecto a la variable x, esto es:

{ 2$+2u%—2v% =0

ou ov
el cual, simplificado y usando la notaciéon Ere Up V Ere v, por comodidad, es equivalente a
x x
Uy — VU = —X
VUgy + UV, = —Y

Este ultimo sistema de ecuaciones lineales se resuelve para las incognitas u, y u,. En particular
se va usar la Regla de Cramer, esto es:

Uy — VVp = —X N U —v Ugs B -z
VUy + UVy = —Y vu Vg B -y 7

entonces
—xr —v
7Y v —ru—yo
o = o | wr+e?
v
—x
N B T o
o= I
vou
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) ou Ov , . . . .
Ahora, para determinar 90 y e analogamente a lo anterior, derive parcialmente el sistema

dado al inicio respecto a la variable y, simplifique y al final se obtiene

uty —vvy = =y U = uy \ _ [ Y
VUy +Uvy = —X v Uy —z |

Utilizando Regla de Cramer se concluye que:
_ —Yu— v —zu + Yyv

Uy = Y Uy = ——.
Y u? + v2 Y u? + 02

Ejemplo 3.70 Considere el sistema de ecuaciones:

r+y—u—v = 0
zu+yv = 1

ou Ov Ou Ov

suponga que u y v son funciones de z y y. Calcule —, —, — y —.
Ooxr’ Oz Oy~ Oy

Solucion:  Siga como referencia el ejemplo 3.69 resuelto anteriormente. Concluya que para

) du Ov .
determinar . y . se llega al sistema

x x
—Uy —Vy = —1
TUp + YUy = —U ’
cuya solucion es:
y+u r+u
Uy = Yy Uy = .
y—z T—Y

Ademas, para hallar — y — se llega al sistema
dy = Oy
—Uy — vy, = —1
Tuy +yv, = —v
cuya solucién es:
y+ov T+
v, =
Yooy—u Yor—y
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3.7. Derivada implicita

Ejemplo 3.71 Determine la derivada direccional de mayor crecimiento de la funcién
z = f(x,y), la cual estd dada implicitamente por la ecuacién

arctan(z +y + 2) + 3zyz + 2 =0

en el origen de coordenadas.

Solucion:  Defina la funcién F(xz,y,z) = arctan(z + y + 2) + 3wyz + 2. Luego, por el teorema

3.11, el crecimiento maximo de la derivada direccional de la funcién z = f(z,y) en el origen esté
dado por el valor ||V f(0,0)||. Para hallar dicho gradiente se necesitan las derivadas parciales de
z = f(z,y), las cuales, por el teorema de la derivada implicita, estan dadas por:

af _ 0z _ F . 1+(x—i}y—|—z)2 +3yz

] = = 1 .

of 0z _ F, _ 1+(:L‘+Iy+Z)2 + 32

n = — = ——= T .
dy Oy F, W—I—?ﬁy—l—l

Ahora, tomando x =y = 0 (pues se solicita la derivada direccional en el origen),
de la ecuacién arctan(z + y + z) + 3zyz + z = 0 se deduce que z = 0, con ello se tiene que

Posteriormente, la derivada direccional solicitada viene dada por

S

Ejemplo 3.72 La ecuacién 22 — y? + ze* = 0 define implicitamente la funcion z = f(x,y)
alrederdor del punto P(1,1).

1. Halle la direccién en la cual la derivada direccional de f en P es nula.

2. Hallar el plano tangente a la superficie z = f(z,y) en el punto (1,1, f(P)) y verifique que
dicho plano contiene al origen.

Solucion:

1. Se debe determinar la direccién del vector @ tal que Dgzf(P) = 0, es decir,

Vf(P)-i=0,
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considerando que % debe ser unitario. Luego, sea F(x,y,z) = 2% — y? + ze?, asi Vf(z,y)
estd dado por las derivadas parciales de z = f(z,y), que por el teorema de la derivada
implicita se tiene que:

g 0z F, 2x

or  Oxr  F, e+ ze*
g_az_ F, 2y

- oxr Oy  F, e*4ze*
Ahora, dado que = 1 y y = 1, entonces, de la ecuaciéon z? — y? + ze* = 0 se despeja z,

como sigue:
(12— (1)*+2e* =0= 2 =0.

Con estos datos, el gradiente de z = f(x,y) en el punto P(1,1) estd dado por
Vi(P)=(-22).

Tome 4 = (a,b) y dado que Vf(P) -4 = 0, se obtiene que —2a +2b=0= —a+b = 0.
Por otro lado, como # es un vector unitario, es claro que a®? + b* = 1. De esta manera se

forma el sistema de ecuaciones siguiente:
—a+b=0
a?+p?=1"
. 1 .
de donde se obtiene que a = i—2 vy b= i—2. Por tanto, la direcciéon donde

Dgzf(P) =0 es cuando @ = (%, %) o bien @ = <—%, —%)

. Defina la funcién g(x,y, z) = f(z,y) — z = 0. Luego, considerando el teorema de la deriva
implicita, el gradiente de g es

Vy(x z)—@@@—— 2 2y -1
&Y 2= ox’ oy 0z ) e? + ze? e* + ze*’ '

El punto de tangencia viene dado por (1,1, f(P)) = (1, 1,0), por tanto

Vy(1,1,0) = (—2,2, 1),
con lo cual el plano tangente buscado es
—204+2y—2=-2-142-140--1= -224+2y—2=0.

Ademas, es claro que este plano pasa por el origen.
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Ejercicios

Ejercicio 76 Halle la ecuacién del plano tangente a la superficie z = 2%y + e®* v en el punto
donde z =1y y=1.

Ejercicio 77 Encuentre la ecuacién del plano tangente a la superficie 2 = 1 — 22 — 2y? en el
punto donde P (1, V2, —4). Ademis verifique que dicho plano contiene la recta que pasa por el
punto (1,0,4) con direccién (1, V2, —10).

Ejercicio 78 Determine la ecuacién del plano tangente a la superficie 22 + 4% 4+ 22 = 6 en el
punto P (O, V6, O). Ademés verifique que dicho plano corta al cono 32 = 22 + 22 en un circulo.

Escriba una parametrizacién para este circulo.

Ejercicio 79 Determine la ecuacién del plano tangente a la superficie z = 22 4+ % que sea
paralelo al plano 3x 4+ 8y — 5z = 10.

Ejercicio 80 Halle la ecuacion de los dos planos tengentes a la superficie
322 4 5y 4 322 — 2xy + 222 — 2yz — 122 = 0 que sean paralelos al plano z = 0.

Ejercicio 81 Determine los dos puntos sobre la superficie 2 L2 4 22 = 1 en las cuales el plano
PR
tangente es normal al vector v = (1,1, —2).

Ejercicio 82 Halle la ecuacién del plano tangente a la superficie z = 22 4+ zy que sea
perpendicular a los planos x +y — 2 =3y 2z —y + 2z = 4.

Ejercicio 83 Halle la ecuacién del plano tangente a la superficie

.’L‘2 y2 2’2

2Tptast

en el punto P(z,yo, 20). Luego verifique que el volumen del tetraedro acotado por los planos

) 1 a?b?c?
x =0,y =0, z=0 y dicho plano tangente es V = — .
LoYozo

Ejercicio 84 Suponga que la ecuacién F(z,y,z) = 0 define implicitamente la superficie z =
f(z,y) alrededor de un punto P(a,b, c). Muestre que la ecuacién cartesiana del plano tangente a
la superficie z = f(z,y) en el punto P estd dada por

vFy +yFy + 2F, = al, +bF, + cF.,
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donde F,, Fy y F, estan evaluadas en el punto P. Sugerencia: puede ayudarle la resolucién de
la parte dos del ejemplo 3.72.

Ejercicio 85 Sea la funcion z = f (2 + y,In(2? + y)). Verifique que

of of _

Ejercicio 86 Sea F:R?> — R tal que

1 1 1
F(x,y,z) = Eaf‘ — ng(y—l—z) + §x2yz+ fly—x,2—x),

donde f : R?> — R es una funcién diferenciable. Verifique que

Ejercicio 87 Suponga que la funcién z = f(x,y) satisface la igualdad de Laplace dada por

0? 0?
a—‘}; + 8_J; = 0. Muestre que z = f(x — 2y, 2z + y) también satisface la igualdad de Laplace.
Z Y

Ejercicio 88 Sea f : R?> — R una funcién con segundas derivadas parciales continuas dada
por f(u,v), donde u = zy y v = 1(2? — y?). Muestre que

OFN L (OIN" _ o o (20, (O
(5) + (5) ~e+n ((50) < () )
Ejercicio 89 Considere la funcién F(z,y) = e®cosy + f(x + y,z — ), donde f(u,v) es una
funcién diferenciable. Muestre que

a—F—emcos 2— a—F+e:‘”sem 274'(9_]"8_]‘
Ox Y oy V) =% buau

Ejercicio 90 Usando el cambio de variables v = %1n(3:2 +y?) y v = arctan (¥), transforme la

0
@+ %~ -y 3 =0

ecuacion
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Ejercicio 91 Usando el cambio de variables u = 22 — y? v v = 2y, transforme la ecuacién
diferencial T T
—5 + =5 =0.
ox?  Oy?
Ejercicio 92 Considere la funcién z = xf(z +y) + yg(x + y), donde f y g son funciones con
derivadas de segundo orden continuas. Calcule el valor de la siguiente expresion:

Pz 0%z 0%z
I
0x2  Oy? Oxdy

Ejercicio 93 Considere la funcién z = f(z,y) con = rcosf y y = rsen . Muestre que

1 0%z & 18z_82f 0% f

2o T o T rar T a2 T oy

Ejercicio 94 Sea f : R? — R dada por f(u,v), donde u = e cosy y v = €% seny. Muestre que

OF O _ o (O O
0x?  Oy? ouz  ow? )’
2
Ejercicio 95 Sea z = f(2® + y?, 2zy) una funcién diferenciable. Determine 8802 :
oy

Ejercicio 96 Sea f:R? — R una funcién diferenciable, la cual satisface que

JPf P 0

— =0.
Y Buz Budv | Bu?
Sea z(z,y) = f (g, f), siempre que zy # 0. Verifique que se cumple la igualdad
'y
Ox? ou’
dondeu:yyvzf.
Z Yy

Ejercicio 97 Sea u una funcién definida por u(z,y,2) = f(xy, 2 + y? — 2?), donde f es una
funcién diferenciable. Verifique la igualdad

0*u 0?u s 9.0% y? — 2?2\ du
0202 _yzayaz —-e )022 N ( z ) 0z =0
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Ejercicio 98 Suponga que la ecuacién F(x —y,y — 2,z —x) = 0 con F(u,v,w) una funcién
0z

0
diferenciable, define implicitamente a z = f(z,y). Determine 8_2 Y 30
y

Ejercicio 99 Asuma que F (f, Q7 i) =0, donde F'(u,v,w) es una funcién diferenciable, define
y z'x

2
implicitamente a z = f(x,y). Determine —

ox’

Ejercicio 100 Suponga que la ecuacién 22 + 2® + 522y = 5zyz define implicitamente la funcién
2

0%z
diferenciable z = f(z,y). Suponiendo que f(1,1) = 2, determine el valor numérico de —— 900y (1,1).

Ejercicio 101 Sea F : R? — R una funcién diferenciable. La ecuacién F(x + z,x) = 0 define
implicitamente la funcién derivable z = f(x,y). Si Fy, = Fyy, en donde u = 2 + 2z y v = x,

Bz 02z
determine — y — en términos de las derivadas parciales de F'. Simplifique los resultados.

ox 81:2

Ejercicio 102 Suponga que la ecuacién F (x +y + z,ax + by) = 0, para a y b constantes, con
F una funcién diferenciable, define implicitamente la funciéon z = f(z,y). Compruebe que se
cumple la igualdad

Ejercicio 103 Suponga que la ecuacién F(Sen (f),cos(yz)) = 0, con F una funcién
diferenciable, define implicitamente la funcién derivable z = f(x,y). Verifique que se cumple

la igualdad
LOf - of
x 8y
Ejercicio 104 Suponga que la funcién F (:L“y, Y3 — Sxyz) = 0 define de forma implicita a z =

f(z,y), donde F tiene derivadas parciales continuas. Verifique que se cumple la igualdad

- I + wya—y =y
Ejercicio 105 Suponga que la ecuacion F (:13 + 9% — 22, a:y) = 0, con F una funcién
z
diferenciable, define de forma implicita la funciéon z = f(x,y). Verifique que se cumple la igualdad
0z 0z 9

z(y? — 2 )8—+y(z —ﬂfz)ay +2(2* —y?) = 0.
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Aplicaciones de las Derivadas Parciales

4.1. Maximos y minimos locales

Definicion 4.1 (Extremos locales) Sea f : R® — R una funcién, se dice que:

1. f tiene un méximo local en el punto P € R™ si existe un entorno abierto! R tal que
fz1,...,x,) < f(P) para todo (z1,...,z,) € R. Si la desigualdad anterior se mantiene
para todo (z1,...,x,) en el dominio de f se dice que P es un maximo absoluto.

2. f tiene un minimo local en el punto P € R"™ si existe un entorno abierto R tal que
flxy,...,x,) > f(P) para todo (x1,...,x,) € R. Si la desigualdad anterior se mantiene
para todo (z1,...,z,) en el dominio de f se dice que P es un minimo absoluto.

‘Maéximo local

Minimo local

Figura 4.1: Extremos locales

Definicion 4.2 Sea f : R® — R una funcién, se dice que P € R™ es un punto critico de f si
ocurre una de las siguientes condiciones:

of

1.
89@

(P) =0 para todo i = 1,2,...,n. También se escribe V f(P) = 0.

Untuitivamente, un entorno (también llamado vecindario) de un punto P es un conjunto puntos que
contiene al punto P y que pueden estar tan cerca como se quiera a dicho punto.
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of
2

(P) no exista, para algin i = 1,2,...,n.

Teorema 4.1 Sea f: U C R® — R una funcién con todas sus derivadas parciales de primer
orden continuas y U un conjunto abierto, suponga ademas que P € U es un maximo o un minimo

local, entonces:
of
E)xi

En otras palabras, un extremo local debe ser un punto critico.

(P)=0, paratodoi=1,2,...,n.

Observacion 4.1 Un punto critico que no es maximo ni minimo local se llama un punto de silla
o punto de ensilladura.

Figura 4.2: Punto de silla

411. Prueba de la segunda derivada en R?.

Teorema 4.2 Sea f: U C R? — R una funcién con derivadas de segundo orden continuas y
U un conjunto abierto, suponga ademas que P € U es un punto critico y sea

92 f 92 f
Hf(x y) _ ?(x,y) @(x,y)

entonces,
0% f
Ox?

82
2. P es un minimo local de f si |Hf(P)| >0y m(P) > 0.
T

1. P es un maximo local de f si |[H¢(P)| >0y (P) <0.

3. P es un punto de silla de f si |Hy(P)| < 0.

4. Si |Hf(P)| =0, el criterio no decide.
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Observacion 4.2 Dos aspectos a considerar del teorema anterior son:

1. La matriz Hy descrita en el teorema anterior se conoce como Hessiano ordinario
de fy |H¢| como el determinante de la matriz Hessiana de segundo orden.

0? 0? 0?

_é) B = f y C = _‘]207

ox 0x0y oy

AC — B? y lo llaman el método del discriminante.

2. En algunos textos se escribe A = entonces es claro que |[Hy| =

Ejemplo 4.1 Sea la funcién f : R? — R tal que f(z,y) = 6xy — 2%y — 3xy>. Determine
los extremos locales de f y clasifiquelos.

Solucion:  Primero se obtienen los puntos criticos, esto es:

Vf(z,y) = 0
= (6y — day — 3%, 62 — 222 — 6xy) = (0,0),

de donde se obtiene el sistema de ecuaciones siguiente:

6y —4ry —3y* = 0 N y(6—4z—-3y) = 0 (1)
6x —22° — 6y = 0 6r —22° —6ry = 0  (2)

6 —4x

De (1) se obtiene que y = 0 0o y = . Estos dos casos se estudian por separado como

sigue.

1. Si y =0, al sustituir en (2) se obtiene que

6r — 222 = 0
= 2zx(3—z) = 0
= =0 o x=3.

Consecuentemente se tiene que los puntos criticos obtenidos son P;(0,0) y P5(3,0).

60—

x
, al sustituir en (2) se cumple que

—4
6x—2x2—6x(6 x) =0

2. Siy=

3
= 622 —6x = 0
= br(x—1) =
= =0 o x=1,
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de donde se deduce que los puntos criticos son P3(0,2) y Py(1,2/3).

Segundo, para clasificar los cuatro puntos criticos encontrados se usa el Hessiano ordinario de

f, esto es:

2 2
Hy(o,y) = Ty gEy ) —4y 6 — 4w — 6y
9 - (')2 82 = ,
() S () 6 — 4z — 6y —6x

de donde se obtiene la siguiente clasificacién de los puntos criticos.

0 6
» [Hs(0,0)] = 6 ol= —36 < 0, por lo que f(0,0) =0 es un punto de silla.

0 —6 :
» [Hy(3,0)] = 6 18 |= —36 < 0, por lo que f(3,0) = 0 es un punto de silla.

-8 —6 )
» |Hf(0,2)] = 6 0 | —36 < 0, por lo que f(0,2) =0 es un punto de silla.

—-8/3 =2 0? 2 8

w |Hf(1,2/3)] = _é 6l = 12 > 0, y dado que 8_1’]; (1,5) =3 < 0, entonces

2 4
f (1, g) =g esun maximo local.

Ejemplo 4.2 Sea f(x,y) = 2% + 3xy? — 150 — 12y una funcién de dos variables definida en R2.

Halle y clasifique sus extremos.

Solucion:  Use como referencia el ejemplo 4.1 hecho anteriormente. Determine que los puntos

criticos encontrados son Py(—2,—1), Py(—1,—2), P5(1,2) y P4(2,1). Posteriormente, para poder
clasificarlos, el Hessiano ordinario de f es

2 2
I | GEay) ak@y) ) [ 6r 6y
f(x;y)_ 82]"( 82f e 6 6 ,
dzdy Z, y> Oy? (l’, y) Y T

de aqui se tiene lo siguiente:

—12 -6
w [Hy(—2,-1)| = ‘ 6 | = 108 > 0, por lo que f(—2,—1) produce un punto maximo.
—6 —12
w |Hi(—1,-2)| = ‘ T —108 < 0, por lo que f(—1,—2) produce un punto
de silla.
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4.1. Maximos y minimos locales

6 12

w |Hp(1,2)] = o o6 | —108 < 0, por lo que f(1,2) produce un punto de silla.
12 6 ..

w [Hy(2,1)] = 6 12 |° 108 > 0, por lo que f (2,1) produce un punto minimo.

Ejemplo 4.3 Determine los puntos criticos de la funcién f(z,y) = z* + y* — 22 — 20y — 3%
Luego, clasifique el punto (0,0).

Solucion:  No es dificil obtener que los puntos criticos son P;(0,0), Py(1,1) y P3(—1,—1). Para

clasificar el punto P;(0,0), el Hessiano ordinario de f estd dado por

P (g 0%f 2
}{f(x,y) = < 22; 3%%~ ) = ( ) .

ggég(may) Egﬁ(xay) —2 12y2 —2

-2 =2
De aqui se deduce que |H(0,0)| = 0 _o|= 0, por tanto el criterio no decide, consecuen-
temente, se debe hacer un anélisis extra. Este consiste en evaluar la funcién f en el punto critico
hallado, el cual es P;(0,0), asi, f(0,0) = 0. Ahora, como el valor de la funcién en P;(0,0) es cero,

se deduce que:

» Si en cada vecindario de P;(0,0) la funcién f solo obtiene valores mayores que cero

(positivos), entonces P, es un punto minimo.

» Si en cada vecindario de P;(0,0) la funcion f solo obtiene valores menores que cero

(negativos), entonces Py es un punto maximo.

= Si en un vecindario de P;(0,0) la funcién f obtiene valores positivos y negativos, entonces
Py es un punto de silla.

Para realizar el andlisis anterior, se consideran a conveniencia vecindarios del punto P;(0,0)
de la forma (¢,0), (0,t) y (¢, —t), cuando ¢ tiende a cero y se indagan sus valores en la funcién f,
esto es:

o f(t,0) =t" =t =13(t — 1)(t + 1). Aca se identifica que los valores de f(t,0) son de signo
negativo para t €] — 1, 1[, es decir, siempre es negativo para valores de ¢ cercanos a cero.

o f(0,8) =t" =t =13(t — 1)(t +1). Al igual que el anterior, los valores de f(t,0) son de
signo negativo para t €] — 1, 1], con ello, siempre es negativo para valores de ¢ cercanos a

cero.

w f(t,—t) = 2t* > 0, es decir, siempre es positivo para valores de t cercanos a cero.
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Capitulo 4. Aplicaciones de las Derivadas Parciales
De esta forma, se concluye que P;(0,0) es un punto de ensilladura.

Teorema 4.3 Sea f : R C R® — R una funcién continua y R es un conjunto cerrado
y acotado, entonces existen puntos P, P’ € R tales que

f(P> Sf(xlv"wxn) Sf(P/)7 paratodo (Ilw"axn) ER)

es decir, f posee extremos locales en R.

Observacion 4.3 En relacién con el teorema anterior, suponga que f : R C R? — R tal que f
tiene todas las derivadas parciales de primer orden en el interior de la regiéon R y la frontera de
R se puede ver como la union finita de curvas derivables en casi todas partes. El procedimiento

para encontrar maximos y minimos locales es el siguiente:

1. Buscar los puntos criticos en el interior del dominio y wverificar si corresponden

a maximos o minimos locales.

2. Parametrizar cada una de las curvas que definen la frontera para luego buscar, si existen,
los méximos o minimos locales. A este proceso se le denomina anélisis de la frontera.

Ejemplo 4.4 Determine y clasifique los extremos de la funcién f(z,y) = 22 — 4oy + y> + 4y
sobre la regiéon R, donde R es la regién triangular con vértices A(—1,—1), B(7,—1) y C(7,7).

Solucion:  Observe que V f(z,y) = (22 — 4y, —4x +3y*+4). Es facil determinar que los puntos

criticos de f son (4/3,2/3) y (4,2). De acuerdo con la region triangular dada
(ver figura 4.3), la cual es cerrada y acotada, ambos puntos estdn dentro de dicha regién, por lo
que se consideran los dos puntos?.

7 C
° (4, 2)
1 Sy 7
A -1 B

Figura 4.3: Regién Triangular con vértices A, By C

2Si un punto critico estd fuera de la regién dada entonces se descarta.
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Usando la matriz Hessiana de f se llega a determinar que (4,2) es un minimo local y que
(4/3,2/3) es un punto de silla. Ahora, debe realizarce un analisis de la frontera, la cual esta
conformada por la unién de los tres segmentos AB, BC' v AC'. Dicho estudio se hace a continuacion.

= Segmento AB: para este segmento observe que x € [—1,7] y y = —1, asf se tiene que una
parametrizacion  puede  ser  7r(t) = (t,—1), «con t € [—1,7].
Luego
flri(t)) = f(t,—1) = t* + 4t =5,
lo que determina una funcién escalar, la cual se define como gi(t) = t? + 4t — 5 para
t € [-1,7]. Con herramientas de célculo en una variable se determina que ¢ = —2 es un

numero critico, sin embargo, esta fuera del intervalo.

Luego, como ¢ es creciente sobre el intervalo [—1,7], entonces ¢ = —1 es un minimo local
y t = 7 es un maximo local. Bajo esta premisa, el punto (—1,—1) es un minimo local de
f(z,y) y (7,—1) es un maximo local de f(z,y), ambos sobre la frontera de R.

= Segmento BC': para este caso se tiene que t =7y y € [—1, 7], por lo que una parametri-

zacion de este segmento es ro(t) = (7,t), con ello se cumple que
fra(t)) = f(7,t) = > — 24t + 49.

Defina la funcién escalar go(t) = t3 — 24t + 49 en ¢t € [—1,7], que con herramientas de
célculo en una variable se llega a que t = +2+/2 son nimeros criticos, pero el tnico que
estd en el intervalo es t = 2v/2, el cual se determina que es un minimo usando el criterio
de la segunda derivada para funciones escalares. Asi, el punto (7,2v/2) sobre la frontera de
R es un minimo de f(z,y).

Luego, al considerar los extremos del intervalo [—1,7], se determina que t = -1
y t = 7 son maximos para la funcién gs, consecuentemente los puntos (7,—1) y (7,7)
son maximos de f(z,y), ambos sobre la frontera de R.

» Segmento AC" note que este segmento est4 sobre la recta identidad y = x con x € [—1,7].
Asi se tiene que una parametrizacién de este segmento es r3(t) = (¢,t) con t € [—1,7],
entonces

flra(t)) = f(t,t) =5 — 3% + 4t,

de donde se define la funcién escalar gs(t) = 3 — 3t? + 4t para t € [—1,7], cuya primera
derivada no tiene raices, por tanto no hay nimeros criticos. Esta funcién gs es creciente
en el intervalo [—1, 7], entonces en t = —1 existe un minimo y en ¢ = 7 un méximo. Asi,
el punto (—1,—1) sobre la frontera de R es un minimo de f(z,y) y el punto (7,7) en la
frontera de R es un maximo de f(x,y).

La informacién obtenida se recopila en la siguiente tabla:
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[ (@) ] f(z,y) [ Condicién |
(4,2) f(4,2)=0 Minimo.
(—1,-1) f(—=1,-1)=-8 Minimo.
(7,-1) f(7,—-1) =72 Méximo.
(7,2v2) | f(7,2v2) =49 — 32v/2 ~ 3,74 | Minimo.
(7,7) f(7,7) =224 Méximo.

De la tabla anterior se deduce que el punto (7,7) produce el maximo absoluto de la funcién

f(z,y), y que el minimo absoluto se encuentra en el punto (—1, —1).

Ejemplo 4.5 Halle los extremos absolutos de f(z,y) = 22 — 2zy + y* — 22 + 2y sobre la regién
plana dada por R = {(x,y) e R?: 0 <2 < 2,0 <y < 2}.

Solucion:  Note que Vf(x,y) = (20 — 2y — 2, =2z + 2y + 2). Al hacer Vf(z,y) = (0,0) se

obtiene unicamente que y = x — 1, es decir, hay infinitos puntos criticos que se ubican a lo largo
de la recta y = x — 1. Dicha recta se grafica sobre la regiéon R dada, la cual es una regién en

forma de cuadrado. El dibujo respectivo se muestra a en la figura 4.4.

2D @
y=z-—1

A

AT

Figura 4.4: Region R = {(z,y) e R: 0 <2 <2,0<y <2}

Aun no se puede decidir que tipo de extremo reprentan los puntos de la recta y = x — 1 sobre
la region R en la funcion f. Para indagar sobre ello, se realiza primero un analisis de la frontera

de R, esto es:

= El segmento AB se parametriza como r1(t) = (,0) con t € [0,2]. Asf:

f(ru(t)) = f(t,0) = £ = 2t.

Defina la funcién g; (t) = t2 —2t para t € [0, 2], esta solo posee el punto critico t = 1, el cual
se determina que es un minimo. Por la naturaleza grafica de la funcién g;, los extremos del
intervalo son méximos. Consecuentemente, el punto (1,0) es un minimo de f(z,y) sobre la
forntera de R, y los puntos (0,0) y (2,0) sobre la frontera de R son maximos de la funcién

f(@,y).
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» Para el segmento BC, este se parametriza como 73(t) = (2,t) donde t € [0, 2], entonces:

flra(t)) = f(2,1) = ¢* — 2t.

Note que es el mismo razonamiento del caso anterior, asi el punto (2, 1) sobre la frontera de
R es un minimo de f(x,y) , y los puntos (2,0) y (2,2) sobre la frontera de R son méximos
de las funcién f(z,y).

» El segmento CD se parametriza como r3(t) = (¢,2) con ¢ € [0,2]. Con ello se tiene que:
Frs() = £(1,2) =2 — 6t + 8

Defina la funcién gs3(t) = t? — 6t + 8 para t € [0, 2]. El tinico punto critico es t = 3, pero se
ubica fuera del intervalo. Puesto que esta funcién es decreciente en [0, 2], entonces en t = 0
hay un méximo y en ¢ = 2 hay un minimo. Con ello, el punto (0,2) sobre R es un méximo
de f(z,y) vy, sin embargo, (2,2) sobre R se considera un méaximo de f(z,y) por el punto

anterior.

= Para el segmento DA, este se parametriza como r4(t) = (0,t) donde t € [0, 2], luego:
fra()) = £(0,8) = #* + 2t

Al definir la funcién g4(t) = t? + 2t con t € [0,2], cuyo tinico punto critico es t = —1,
que estd fuera del intervalo. En el intervalo de [0,2] la funcién g4 es creciente, entonces en
t =0 es un minimo y en ¢t = 2 es un maximo. A pesar de ello, el punto (0,0) sobre R es
un maximo de f(x,y), encontrado anteriormente, y el punto (0,2) sobre R es un maximo

de f(z,y).

» Por tltimo, el segmento EF, sobre la recta y = x — 1, se puede parametrizar como r5(t) =
(t,t — 1) con t € [1,2]. Entonces:

flrs(®) = flt,t —1) =t =2t(t — 1)+ (t —1)* =2t +2(t — 1) = —1.

Esto atin no aporta algo para inferir qué tipo de extremos son los puntos sobre el segmento
EF. Sin embargo, note que este segmento posee extremos al punto E(1,0)
y F'(2,1), los cuales son minimos de la funcion f(z, y) por todo el analisis hecho anteriormente.

Con esto se infiere que los puntos sobre el segmento EF' producen valores minimos para

f(@,y).

Un resumen de lo anterior se muestra en la tabla siguiente, de la cual se infiere que el punto
(0,2) produce el maximo absoluto de la funcion f(z,y). Ademas, esta funcién no posee minimo

absoluto, todos son relativos.
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[ (w,y) | fl,y) | Condicion |
(1,0) f(1,0) = -1 Minimo.
(0,0) F(0,00=0 | Méximo.
(2,0) f(2,0)=0 Méximo.
(2,1) f(2,1)=-1 Minimo.
(2,2) f(2,2)=0 Méximo.
(0,2) £(0,2) =8 Méximo.

(t,t —1) | f(t,t —1)=—1| Minimo.

Ejemplo 4.6 Considere la funcién f(z,y) = 22 +y? — 2y 4+ +y sobre la regién triangular R con
vértices (—3,0), (0,—3) y (0,0). Determine los valores que representa el méaximo
y minimo absoluto de f.

Solucion:  En este caso Vf(x,y) = (20 —y + 1,2y — 2 + 1). El punto (—1,—1) es el tinico

punto critico de f, el cual se verifica de forma sencilla que esta dentro de R, lo cual se muestra

a continuacion:

A V5]

C

Figura 4.5: Regioén triangular R

Ademas, usando el determinante de la matriz Hessiana de f se concluye que dicho punto critico
es un minimo de dicha funciéon. El estudio del comportamiento de f sobre la frontera de R se
hace a continuacion.

» El segmento de AB se parametriza como r1(t) = (¢,0) donde t € [—3,0], asi

flri(t)) = f(£,0) = +¢,

con ello defina la funcién g (t) = t? + ¢, cuyo tinico nimero critico es t = _71, el cual es un
minimo. Asi, el punto (_71, O) es un minimo de la funcién f(z,y). Asimismo note que los
extremos del intervalo [—3, 0] son maximos de g;, consecuentemente los puntos (—3,0) y
(0,0) son maximos de f(z,y).

» La parametrizacién del segmento BC es ro(t) = (0,t) con t € [—3,0]. Entonces:

fra(t)) = £(0,1) = £+ ¢.
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Defina ¢o(t) = t?+t, donde t € [-3,0]. Andlogamente al caso anterior, se determina que el
punto (0, —%) es un minimo de f(z,y) y los puntos (0, —3) y (0,0) son méximos de f(x,y).

» Elsegmento C'A corresponde a un segmento sobre la recta y = —3 —z, entonces una posible
parametrizacion es r3(t) = (t, —3 — t), donde t € [—3,0]. A partir de esto se tiene que

flrs®) = f(t,=3—t)=t* + (=3 —t)> —t(-=3—t) =3 —t = 3t* + 9t + 6.

Defina la funcién gs3(t) = 3t% + 9t + 6 sobre el intervalo [—3,0]. El tinico punto critico es
t= —%, el cual es un minimo. Los extremos del intervalo son maximos de g3. Asi, el punto

(—=32,—2) es un minimo de f(z,y) y los puntos (—3,0) y (0, —3) son maximos de f(z,y).

La tabla siguiente sintetiza la informacién obtenida

| (zy) | f(x,y) | Condicién |
(-1,-1) | f(-1,-1)=—-1 | Minimo.
(—1,0) f(=3,0)=—1 | Minimo.

(=3,0) f(=3,0) = Maximo.
(0,0) £(0,0)=0 Maximo.
(07 _%) [ (0, _%) — —% Minimo.
(0, —3) f(0,-3) =6 Méaximo.
(_%7_%) f(_%j_%) - —% Minimo.

En relaciéon con la tabla anterior, se determina que minimo absoluto ocurre en el punto
(—1,—1). No existe un méximo absoluto, sin embargo, los puntos (—3,0) y (0,—3) producen

el valor méximo de la funcién f(z,y).

Ejemplo 4.7 Halle el maximo absoluto y el minimo absoluto de f(z,y) = 2> —x+y> —y + 1
sobre la regién circular R = {(z,y) € R? : 2% + ¢y < 1}.

Solucion:  El gradiente de f es Vf(x,y) = (2r — 1,2y — 1). De aqui se deduce que el tinico

11
punto critico es (5, 5), que esta en el inteior de R. También observe que
2

2 0 92 f

H =
|Hy(z,y)| 0 9

11
entonces el punto (5, 5) es un minimo.
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Ahora se debe analizar el comportamiento de la funcion f(z,y) sobre la frontera de R, la cual
es claro que es un circulo de radio 1, cuya parametrizacién es r(t) = (cost,sent) con t € [0, 27].
Asi,

f(r(t)) = f(cost,sent) = 2 — cost — sent.

Defina la funcién g(t) = 2 — cost — sent donde ¢t € [0,2x]. Con ello, ¢'(t) = sent — cost,

y se iguala a cero, como sigue.

sent —cost =0 = tant = 1,

5
de donde se obtiene que los puntos criticos de g sobre [0, 27] son ¢t = % yt= Zﬂ Usando el

s . . . . m
criterio de la segunda derivada para funciones reales de variable real se tiene que t = 1 es un

) 1 1
minimo y t = Zﬁ es un maximo. Por otro lado, el valor de t = Z produce el punto (E, ﬁ),

5
siendo un minimo de f(z,y), y t = f aporta el punto ( >, siendo un maximo de

1 1
RERE

f(z,y). Un resumen de la informacién obtenida se muestra a continuacién:

\ Condicion ‘

—~
B
<
~—

P
0o || =

) = % Minimo.
2
2

Minimo.

R
+/2 | Maximo.

N—"TN——01—
Il

L
§|“ EJ“ ~

Sl Joh

Asi, el punto

53

55 ) o un mimimo absoluto de f(x,y) y el punto (—
es un maximo absoluto de f(z,vy).

Ejemplo 4.8 Calcule el volumen de la caja rectangular més grande que esté en el primer octante
con tres de sus caras en los planos coordenados y que posea un vértice en el plano z+42y+3z = 6.
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Al dibujar el plano x + 2y + 3z = 6 en el primer octante, un dibujo que modele

Solucion:
el problema se muestra en la figura 4.6.

e

Figura 4.6: Caja rectangular en el primer octante

Defina el volumen de la caja rectangular descrita en la figura anterior como V = zyz.

Del plano dado se obtiene que z =2 — gy — gx, por lo que se tendria que:
2 1 2 1
V(ZL‘,y) =Ty (2 - gy - gx) = 2xy — §$y2 — §{E2y

Ahora se va determinar los valores maximos de la funcién V(z,y). Para este fin, note que
2 2 4 1
VV(z,y) = (2y - §y2 — gwy, 2r — gxy — 51‘2), que al igualarlo a cero se tiene que:

2y—§y2—%$y =0 N 23—1/(3—:13—y) =0
20 — gxy — 322 = 0 $6—4y—z) = 0

Como se buscan longitudes solo interesa cuando x > 0 y y > 0, entonces del sistema anterior

solo queda
3—z—y = 0 (1)
6—4y—x = 0 (2)

De la ecuacion (1) despeje y, luego proceda a sustituir esto en (2). Al final el punto critico

obtenido es (2,1). Para determinar que tipo de extremo es, se usa el Hessiano de V', esto es
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2

4 0°V 2
=3 > 0, y dado que W@’ 1) = —3 < 0, entonces el punto

(2,1) es un maximo de la funcién V(x,y). Por tanto, para que el volumen de la caja de la figura

entonces |Hy (2,1)| =

Wl W
WI00 ¢

4.6 sea maximo, las medidas deben ser x =2, y =1y z = 3" asi

2
V=21

4
— = — unidades cubicas.
3 3

Ejemplo 4.9 Se desea construir una caja sin tapa con la forma de un paralelepipedo
rectangular con volumen de V = 12m3. El costo por m? del material usado para el fondo
cuesta $4, el que se usard para dos de sus lados opuestos es $3 y el que se usard para los otros
dos lados opuestos es de $2. Calcule las dimensiones de la caja para que el costo sea minimo.

Solucion:  Un dibujo de la caja se aprecia en la figura 4.7 siguiente.

Y

Figura 4.7: Caja paralelepipeda rectangular

De acuerdo con la informacién dada en el ejemplo, la funcién costo (se refiere al costo que tiene
los materiales para construir la caja) se puede escribir como

C = 4dxy + 3(2x2) 4+ 2(2yz) = 4oy + 622 + 4yz,

donde x > 0, y > 0y z > 0. Luego, como el volumen de la caja es 12m?, entonces zyz = 12, es

decir, z = —, lo cual se sustituye en la funcion C', obteniendo
Yy

72 48
Clz,y) =dzy+ — + —.
y X
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4 2
$—§,4x—%

Observe que VC(z,y) = (4y —

), con esto, los puntos criticos se hallan

de la siguiente forma:

4y — 8 = 0 2y = 12
Ty =0 >
433—?7 =0 rxy® = 18

aqui se determina que el punto critico es (2, 3). Con la matriz Hessiana de C' facilmente se deduce
que dicho punto es un minimo de la funciéon costo. Con ello, las dimensiones de la caja para que
el gasto sea minimo debe ser x = 2m, y =3m y z = 2m.

4.1.2. Prueba de Ia segunda derivada en R"

Definicion 4.3 (Matriz Hessiana para funciones reales de variable vectorial) Sea f :
R™ — R un funcién con todas sus derivadas parciales de segundo orden continuas y sea P € R".
Se define la matriz Hessiana de f en P como

*f *f *f

g(P) 81(‘9228171 (P) o 636526901 (P)
f f f

Hf (P) _ Ox10x2 (P) 8_1‘%<P> e Oxn,0xo (P)
0?2 . 0? . 02 .

Observacion 4.4
1. La matriz Hessiana anterior se suele denominar Hessiano de orden n.

2. Por comodidad de notacién se puede escribir

feray(P) - fares(P) o fare, (P)
Jrras(P) - fares(P) o faze, (P)

Hy(P) = .
foner(P) fonzo(P) oo fapa, (P)

3. Dada la continuidad de las segundas derivadas parciales de f, se tiene que las derivadas

cruzadas son iguales, esto es

O*f O*f
8:6-830( ~ Ow;01; P)
7OLi 0%

para P € R"™ consecuentemente se deduce que la matriz Hessiana de orden n
es simétrica, es decir, Hf = Hy.
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4. Si f:R? — R dada por f(x,y), entonces

Hy(a,y) = ( jﬁz § ) ,

que ya fue definida con anterioridad.

5. Si f:R3> — R dada por f(x,y,z2), entonces

fmm fa:y fmz
Hf<x’yvz) = fyaz fyy fyz
fz:c fzy fzz

Definicion 4.4 (Menores principales) Sea A una matriz cuadrada de orden n con entradas
en R, es decir, A € M(n,R), la cual estd dada por

aip a12 ... Qin

ag1 A2 ... Q92pn
A= = |

Ap1 Ap2 ... Qpp

los menores principales de A estan dados por determinantes

a a aix a2 a3
11 Q12
A = an|, Do = ;A3 =] an ax axg |,.... 0 =A]|

agr  G22

az1 a3z2 a33

Definicion 4.5 (Matriz definida positiva y matriz definida negativa) Sea la matriz A €
M (n,R), se dice que:

1. A es definida positiva si todos sus menores principales son positivos.

2. A es definida negativa si sus n menores principales alternan su signo y /Ay < 0, es decir, se

empieza con el signo negativo.

3. En cualquier otro caso A no es definida positiva ni definida negativa.

Teorema 4.4 Sea f : U C R® — R una funcién con derivadas parciales de segundo orden

continuas y U un conjunto abierto, suponga ademéas que P € U es un punto critico entonces,

1. P es un maximo local de f si H;(P) es definida negativa.
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2. P es un minimo local de f si Hy(P) es definida positiva.

3. P es un punto de silla de f si Hf(P) no es definida negativa ni definida positiva
y ninguno de sus menores principales son cero.

Ejemplo 4.10 Sea f(x,y,2) = 2% + y? + 22 — 2y + ¥ — 2z, determine todos sus extremos
y clasifiquelos.

Solucion:  Note que Vf(z,y,2) = (2v —y + 1,2y — 1,22 — 2), para los puntos criticos se hace

2r—y+1 = 0 = &2
2y—x = 0 =4 = = 2y
2z — 2 0 z =1
De este sistema se obtiene que x = —%, Y= —% y z = 1. Asi el punto critico es P (—%, —%, 1).
Luego, observe que
fzx fmy fxz 2 -1 0
Hi(x,y,2) = fyz fow fo= | =] -1 2 0
fzm fzy fzz 0 0 2

Los menores principales de Hy son:

» Ay =2] =2 > 0 (positivo).

2 -1

n Ny = =3 > 0 (positivo).
-1 2
2 -1 0

» Ag=|—-1 2 0 |=6>0 (positivo).
0 0 2

2 1
Por tanto Hy es definida positiva, asi P (_3’ —3 1) es un minimo de f.

Ejemplo 4.11 Muestre que la funcién f : R> — R definida por

f(z,y,z) =senz +seny + senz — sen(x + y + 2),

: . T
tiene un maximo local en el punto P <§, 5 5)
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Solucion:  Primero se debe mostrar que P (g, g, g) es un punto critico de la funcion f,
T T

-, =)= . En efecto:
2,2,2> (0,0,0). En efecto

es decir, se debe verificar que V f (
Vf(z,y,z) = (cosx —cos(x +y + z),cosy — cos(x +y + z),cos z — cos(x +y + 2)),

entonces se tiene que

3 3 3
Vf (g, g, g) = (cosg — cos ;,cosg — oS ;,cosg — cos g) =(0,0,0).

Para mostrar que el punto P es un méaximo se va usar el Hessiano de f, denotado por Hy(z,y, 2),

el cual es:
—senz +sen(z +y+ z) sen(z +y + z) sen(z +y + z2)
sen(z +y + 2) —seny +sen(x +y + 2) sen(z +y + z) ,
sen(x +y + z) sen(x +y + z) —sen z + sen(x + y + z)

con lo que se tendria que:

—sen 5 + sen 37" sen 37” sen 37”
Hf(3,3,3) = sen 3% —sen 2 + sen 2T sen 3%
3 3 s 3T
sen 5 sen 5 —sen 5 + sen -
-2 -1 -1
= -1 -2 -1 1,
-1 -1 =2
cuyos menores principales son los siguientes:
» Ay =|—2|=-2<0 (negativo).
-2 -1 -
n Ny = = 3 > 0 (positivo).
-1 -2
-2 -1 -1
» Ag=| -1 =2 —1|=—4<0 (negativo).
-1 -1 -2

De esta forma la matriz H; <g, g, g) es definida negativa, y por tanto el punto P (g, g, g)

es un maximo de f.
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Ejemplo 4.12 Muestre que la funcién f : R> — R definida por
flayz) = +ev + 22,

tiene un punto de ensilladura en el origen.

Solucion:  Similarmente al ejemplo anterior, se debe verificar primero que P (0,0,0) es un

punto critico de la funcién f, es decir, se debe comprobar que V f(0,0,0) = (0,0,0), esto es:
Vi(z,y,2) = (~20e™, —2ye™V", 22)
entonces se cumple que

V£ (0,0,0) = (—2-O~€_02,—2-0-6_02,2~0) — (0,0,0).

Ahora que se demostré que efectivamente P(0,0,0) es un punto critico de f, para determinar
que es un punto de silla se utiliza el Hessiano de f, donde:

(422 — 2)e~"’ 0 0
Hf(I,gJ,Z) = 0 (4y2 - 2)671/2 0
0 0 2

Asi, dicho Hessiano de f en el punto P(0,0,0) es:

-2 0 0
Hs(0,0,00=| 0 -2 0 [,
0 0 2

cuyos menores principales son los siguientes:

» Ay =|—2|=-2<0 (negativo).
—2

n Ny = 0 _g =4 > 0 (positivo).
-2 0 0

» Ag=| 0 =2 0 |=282>0 (positivo).
0 0 2

Como todos los menores principales son diferentes de cero y Hy(0,0,0) no es definida positiva

ni negativa, entonces se concluye que el punto P(0,0,0) es un punto de ensilladura.
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Observacion 4.5 Existen ejercicios que al resolverlos por medio de las estrategias estudiadas
anteriormente no es lo mas adecuado para determinar su solucién. Por ejemplo, considere el

siguiente problema:

“Se desea calcular el volumen maximo de un paralelepipedo rectangular con caras paralelas a
los planos coordenados, que puede inscribirse en el elipsoide 1622 + 4y% + 922 = 144",

Si el problema se limita al primer octante, un dibujo que represente el problema es el mostrado
en la figura 4.8. Observe que el volumen es V' = 8zyz (son 8 octantes), z >0,y >0y z > 0. Al

1
despejar z de la elipse se tiene que z = g\/ 144 — 1622 — 492. Con ello, se define la funcién

8
Vz,y) = %\/144 — 1622 — 492,

de la cual es evidente que hallar sus puntos criticos conlleva cierta complejidad. Inlcusive, existen
ocasiones donde es imposible despejar una variable en términos de las otras para obtener una
funcién de dos variables. En el apartado siguiente de este texto se presenta teoria que permite
hallar la solucién de este problema mediante un proceso alternativo llamado Multiplicadores de
Lagrange.

i 6 Y

Figura 4.8: Paralelepipedo rectanguar dentro del elipsoide %2 + L4 % = 1 en el primer

Yy
36
octante
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Ejercicios

Ejercicio 106 Halle y clasifique los puntos criticos de la funcién f(z,y) = 522+ 2zy +y* — 7o —
y + 6.

Ejercicio 107 Determine y clasifique los puntos criticos de la funcién f(x,y) = 22+ 2zy—y*—3y.

Ejercicio 108 Encuentre y clasifique los puntos criticos de la funcién f(z,y) = 2® + 122y —
15z — 24y.

Ejercicio 109 Halle y clasifique los puntos criticos de la funcién f(z,y) = 2% + 2y* — 2.
Ejercicio 110 Halle y clasifique los puntos criticos de la funcién f(x,y) = — y* — In(z + 7).

Ejercicio 111 Encuentre los puntos criticos de la funcién f(z,y) = z* + y* — 22 — 22y — 9%
Luego clasifique el punto P(—1,—1).

x?—

Ejercicio 112 Determine los puntos criticos de la funcién f(z,y) = rye” v y clasifique el

watiop(~ L 1)
unto critico - .

b V2 VR

Ejercicio 113 Determine y clasifique los puntos criticos de la funcién f : R?> — R definda por

3xt — 4% — 1222 + 18

Flay) = 12(4y% + 1)

Sugerencia: por simplicidad puede usar el hecho que

0% f =3z + 423 + 1222 — 18 9
a—yQ(%y) = 34+ 1) -2(1 —12y7).

Ejercicio 114 Halle y clasifique los puntos criticos de la funcién f : R?> — R definida por
fla,y) =y’ + (z+y)* +6(z —y).

Ejercicio 115 Determine y clasifique los puntos criticos de la funcién f(z,y) = xIny + .

Ejercicio 116 Sea la funcion f(z,y) = 2® + y + 120y. Muestre que el punto P(—4, —4) es un
maximo local de f.
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. 1
Ejercicio 117 Muestre que la funcién f(x,y) = 2z — 3y + 3 In(z? + y?) + Harctan Y posee un
x
punto de silla en el punto P(1,1).

Ejercicio 118 Determine y clasifique los puntos criticos de la funcién f(z,y) = 22 —2zy?>+y*—y°.
Sugerencia: use como referencia el ejemplo 4.3.

Ejercicio 119 Determine las dimensiones de una caja rectanguar sin tapa, cuyo volumen es de
100 cm3, para que tenga la menor superficie posible.

Ejercicio 120 Considere el plano = + 3 + z = 3 y el punto fuera del plano Q(2,3,1). Calcule
la distancia mas corta entre el punto @ y el plano dado. Sugerencia: sea (x,y,z) un punto
del plano, asf la distancia del punto @ al plano es d = \/(z —2)2 + (y — 3)2 + (2 — 1)2, donde
z=3—x—y.

Ejercicio 121 Sea f(z.) = 54—

R={(r,y) eR?*:0<2<1,0<y <1}

. Determine los extremos de f sobre el cuadrado

Ejercicio 122 Determine los extremos de f(z,y) = 22 — xy + y? + 3x — 2y + 1 sobre la regién
plana R = {(z,y) e R?: -2 <2 <0,0<y < 1}.

r+y

Ejercicio 123 E tre los ext d = -7
J ncuentre los extremos de f(x,y) T2 g

R={(z,y) e R?: 22 +y* < 1}.

sobre la regién plana circular

Ejercicio 124 Determine y clasifique los extremos de la funcion f(z,y, ) = 232+ — 322y —222.

3
Ejercicio 125 Halle y clasifique los extremos de la funcién f(z,y, z) = %—x—y2+2y—z2—|—22—|—2.

Ejercicio 126 Encuentre y clasifique los extremos de la funciéon f(z,y,2) = 2% + 322 — 2% +
4y — 222 + 62 + 2.

Ejercicio 127 Considere la funcién f(z,y, z) = o* +y* + 2* — doyz.
1. Determine los puntos criticos de f. Sugerencia: en total son cinco.

2. Clasifique el punto (1,1,1).

Ejercicio 128 Considere la funcién f(z,vy, 2) = 52* — 4222 —10y22+22%+ Ty? +422 +-day — 40— 8y.
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1. Determine los puntos criticos de f.

2. Casifique el punto (1,1, —1).

Ejercicio 129 Muestre que la funcién f(x,y, z) = =20 + 22y? — dy* — 222 — 22+ 4y? — 2% — 4z
tiene un maximo local en el punto P(—1,1,3).
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4.2. Multiplicadores de Lagrange

Definicion 4.6 (Funcién Lagrangiana) Sean f,g1,92,...,9m : U C R* — R (m < n)

funciones con todas sus derivadas parciales de primer orden continuas y U un conjunto abierto,

sea (x1,...,2,) € U, tal que los vectores Vg;(x1,...,2,) para i = 1,2,...,m son linealmente
independientes®. Suponga que se desea determinar los extremos de f(x1,...,2,) donde las
variables (z1,...,x,) estdn sujetas a g1(z1,...,2n) = 0,...,gm(z1,...,2,) = 0. Se define la

funcién Lagrangiana como
m
L(x1,. . @y Ay Am) = fon, o0 xn) + Z)\igi(xl, Cey Ty,
i=1
donde los \; son constantes para cada i =1,...,m.

Observacion 4.6 Para la definicién anterior se tiene lo siguiente:
1. La funciéon Lagrangiana posee n + m variables.
2. Los ntimeros A1, Ag, ..., Ay, se llaman multiplicadores de Lagrange.
3. Las funciones ¢1(z1,...,2,) = 0,¢92(x1,...,2,) = 0,...,gm(x1,...,2,) = 0 también

se llaman ligaduras o restricciones. La funcién f se suele llamar funcién objetivo.

Teorema 4.5 Sean f,g1,92,...,9m : U CR® — R (m < n) funciones con todas sus derivadas
parciales de primer orden continuas y U un conjunto abierto. Si f esta sujetoa g1 =0,...,¢mn =
0 y f posee un méximo o minimo en el punto (z1,...,x,) € U bajo dichas restricciones, si
Vgi(xy,. .., x,) # 0 para cada ¢ = 1,...,m, entonces existen \; € R, i = 1,...,m, tales que

VL(z1,... T M, Am) = 0.

Observacion 4.7 Algunos casos particulares del teorema anterior son:

1. Sean f,g : U C R? — R dos funciones con primeras derivadas parciales continuas y U
un conjunto abierto. Si f estd ligado a ¢ =0y f posee un extremo en el punto (x,y) bajo
dicha restriccién, si Vg(z,y) # (0,0), entonces existe A € R tal que

VL(z,y,\)=(0,0,0).

3Esto equivale a decir que Vg;(x1, ..., %y) # 0 para cada i =1,...,m.
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En este caso la funcién Lagrangiana estd dada por L(z,y, A\) = f(z,y)+ Ag(z,y), por tanto
al hacer VL(x,y, ) = (0,0,0), el sistema que se forma es

8 (x,y) + A& (z,y) = 0
L@ y) +2g(zy) = 0,
glz,y) = 0

del cual se debe obtener los valores de x e y que para algin A satisfacen todas las ecuaciones
del sistema.

2. Sean f,g: U C R* — R dos funciones con primeras derivadas parciales continuas y U un
conjunto abierto. Si f estd ligado a ¢ = 0 y f posee un extremo en el punto (z,y, z) bajo
dicha restriccién, si Vg(z,y, z) # (0,0,0), entonces existe A € R tal que

VL(',’E? y? Z? A) = (07 07 07 0)'

En este caso la funciéon Lagrangiana estd dada por L(x,y,z,\) = f(x,y,2) + Ag(z,y, 2),
por tanto al hacer VL(z,y,z,A) = (0,0,0,0), el sistema que se forma es

%(x,y,z) + /\%(m,y,z) 0

9 (z,y,2) + )\g—g(x,y,z) =0

Gy 2) + g (r,y,2) = 0
( ) 0

del cual se debe obtener los valores de =, ¥y y z que para algin \ satisfacen todas las
ecuaciones del sistema.

3. Sean f,g1,g2 : U C R® — R tres funciones con primeras derivadas parciales continuas
y U un conjunto abierto. Si f estd ligado a g1 = 0y go = 0 y f posee un extremo en el
punto (z,y, z) bajo dichas restricciones, si Vg1 (z,y, 2) # (0,0,0) y Vga(z,y, z) # (0,0,0),
entonces existen A, Ay € R tales que

VL(x,y,z,A\,\) =(0,0,0,0,0).

La funcién Lagrangiana esta dada por L(z, y, z, A1, A2) = f(z,y, 2)+ g1 (2,9, 2)+ g2 (x, y, 2),
por tanto al hacer VL(z,y,z,A) = (0,0,0,0), el sistema que se forma es

%(I,y,Z) + )\1%(1‘,1{/,2) + AQZ@%(l‘ayaz)

g_%(xayaz) + )\188—‘(;1(1‘,:%2) + )‘283_!;2(3;":%2)

m(l‘agﬁz) + )‘1%(33’3%2’) + )‘2%(1"3%2) =
gl(nyVZ)
gQ(nyVZ)

o O O O O
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del cual se debe obtener los valores de z, y e z que para algunos A\ y Ay satisfacen todas
las ecuaciones del sistema.

Ejemplo 4.13 Calcule los valores extremos de f(z,y) = 2y sujeto a 4z% + y? = 4.
Solucion:  Defina g(z,y) = 422 + y*> — 4 = 0. De esta manera la funcién Lagrangiana es

L(z,y,\) = xy + MN4x? + y* — 4).

El teorema 4.5 garantiza la existencia de A € R tal que VL(z,y,A) = (0,0,0), de donde

se forma el sistema

y+8xA = 0 (1)
r+2yN = 0 (2)
4 +y?—4 = 0 (3)

Para darle solucién a este sistema existen varias formas, una de ellas es despejar de la ecuaciéon
(1) y = —8x\, y se sustituye en la ecuacion (2), como sigue:

T+2M(=82\) =0 = z—162A? =0
= z2(1-4\)(14+4)) =0
= x=0 o0 )\:j:i.

Posteriormente se analizan estos casos obtenidos de tal manera que todas las ecuaciones del

sistema se cumplan, esto es:

s Siz=0,en (1) se tiene que y = 0, pero en la ecuacion (3) se obtiene que —4 = 0, lo cual
es falso. Asi que este caso queda descartado.

1
= Si\= j:Z, este resultado se cambia en (1) y se obtiene que y = F2z, lo cual se sustituye

en (3) como sigue:
4% + (F22)? —4=0 = 4a®+42*> =4
1

Con ello se deduce que y = 4++/2. Asf los extremos de f ligados a la funcién g = 0 son

P <% \/§> P, (—% ﬂ) P; (% —ﬂ) y Py (—% —\/5). Dado que f(z,y) = zy, es

claro que f(Py) = f(Py) =1y f(P2) = f(P3) = —1, asi f alcanza su valor méximo en los puntos

P, y Py y alcanza su valor minimo en los puntos Py y Ps.

Ejemplo 4.14 Muestre que para cualquiera nitimeros reales > 0, y > 0, z > 0 se cumple
que xy + yz + 2z < 22 4+ y? + 22, Sugerencia: realmente se pregunta por el valor maximo de
f(x,y,2) = 2y + yz + 2z restringido a la esfera 22 + y? + 22 =1, conz >0, y >0, z > 0.
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Solucion:  Sea g(z,y, 2) = 2> + y> + 22 — 1 = 0. Asf, la funcién Lagrangiana es

L(z,y,z,A) = ay+yz + a2z + ANa® + y* + 2* = 1).

Luego, el teorema 4.5 garantiza la existencia de A € R tal que VL(z,y,2,\) = (0,0,0,0),
de donde obtiene el sistema

y+z+2z\ = 0 (1)
r+z+2yN = 0 (2)
r+y+2z22 = 0 (3)
24y 422 -1 0 (4)

Sume las ecuaciones (1), (2) y (3), esto es:

y+z+2x A+ +z4+29 +rx+y+222=0 = 20+2y+22422A+2yA+ 222 =0
= @+y+2)+AMz+y+2)=0
= (z4+y+2)(A+1)=0
= z4+y+2=0 0 A=—-1L

Los dos casos obtenidos se analizan a continuacién.

= El caso x+y+ 2z = 0, aunque puede producir puntos extremos de f, se descarta, estos pues
no existen nimeros positivos z, y v z tal que x +y + z = 0. Ahora, si los tres nimeros z,
y v z valen cero simultdneamente se contradice la ecuacién (4).

= Si A = —1, de las ecuaciones (1), (2) y (3) se forma el sistema de ecuaciones lineales
siguiente:
—2v+y+z = 0
rT—2y+z =

o O

rT+y—2z =

de donde se obtiene la matriz

-2 1 110 01 —-1/(0
1 -2 1]0 |~ 10 —-1]0
1 1 =210 00 010

A partir de la matriz anterior es claro que y = z y x = z. Estos dos resultados se cambian

en la ecuaciéon (4):

1 1
22+z2+22:1:>z2:§:>z:j:—.

V3
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Luego, de aqui se obtiene que v+ = +— y y = i%, por lo que se obtienen nueve

puntos diferentes por todas las posibles permutas. Sin embargo, como z > 0, entonces

tome z = %, por tanto z = % vy = % Por la naturaleza* de la funciéon f(x,y,z2) =

xy + yz + xz, es claro que el maximo valor ocurre en el punto <%, %, %) y dicho
11 1 1 1 1

ﬁ’ﬁ%) EAEAE .

w

valoresf( st3t3

Ejemplo 4.15 Calcule el volumen méximo del paralelepipedo rectangular con caras paralelas a
los planos coordenados que se pueden inscribir en el elipsoide 1622 + 4y + 922 = 144.

Solucion:  Note que realmente corresponde al ejemplo presentado en la observacién 4.5. A

partir de ello, se va determinar el maximo de V(z,y, z) = 8ryz restringido a g(x,y, z) = 1622 +
49% 4+ 922 — 144. La funcién Lagrangiana viene dada por:

L(z,y,2,A) = 8zyz + A(162* + 4y* + 92 — 144).

El teorema 4.5 garantiza la existencia de A € R tal que VL(x,y,z,\) = (0,0,0,0), de aqui se

genera el sistema

8yz + 32xA 0 (1)

8rz+8yA = 0 (2)

Bry + 182\ = 0 (3)

1622 + 442 + 922 — 144 = 0 (4)

Multiplique las ecuaciones (1), (2) y (3) por z, y y z de forma respectiva, obteniendo

Sryz + 3222\ =
Sryz + 8y?\ =
Sxyz + 1822\

o o O
—
D
~

Proceda ahora a sumar las igualdades (5), (6) y (7), esto es:

8xyz + 3202\ + 8zyz + 8y* X + 8xyz + 182°A =0 = 24dxyz + 2X(1622 + 4y* + 922) =0

= 24xyz 42X - 144 =0 por (4).
= 24xyz = —288\
= zyz = —12\.

4Observe que el criterio es la suma de productos dos a dos, y como z > 0, entonces el valor méximo de f
ocurre cuando cada elemento del punto es positivo.
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4.2. Multiplicadores de Lagrange

Este tltimo resultado sustitiyalo en la ecuacién (5) como sigue:

8- (—12)\) +3222A =0 = —96) + 3222\ =0
= 32A(—3+22) =0
= A=06 z=43.

Estos dos casos se estudian a continuacién:

= Si A =0 conlleva a que xyz = 0, lo cual se descarta pues z, y y z corresponde a medidas

de un paralelepipedo recto, es decir, x > 0, y >0y z > 0.

» Siz = +/3, solo se considera el positivo pues x > 0. Asi, la tnica posibilidad es que

z=+/3.

De forma analoga, sustituyendo zyz = —12\ en las ecuaciones (6) y (7) se deduce que y = 2V/3

4
y 2z = 3 3 respectivamente. Con esta informacién, el punto que da el volumen méaximo es

4
P (\/5, 2V/3, 5\/3)’ siendo el valor de este volumen el siguiente:

4 4
\%4 (\/5, 2\/§, g\/g) =8-V3-2V3. g\/g = 64v/3 unidades ctbicas.

Ejemplo 4.16 Sea C la parte en el primer octante del arco de la curva que es la interseccién del
paraboloide 2z = 16 — 22 — y? con el plano = + y = 4. Encuentre los puntos de C mas cercanos

al origen y los méas lejanos. Calcule la distancia minima y maxima de C al origen.

Solucion:  Sea P(z,y,z) un punto arbitrario de la curva C y sea 03 = (0,0,0), entonces

la distancia de P al origen esta dado por

d(P,0s) =/(x —0)2+ (y — 02 + (2 — 0)2 = /a2 + ¢2 + 22,

Entonces se necesita los valores de P(x,y,z) que hagan que dicha distancia sea minima
y méxima. Para ello, considere solo el subradical de la distancia d(P,03) y defina la funcién

flr,y,2) =2 +y> + 22,

sujeta a las restricciones gy (z,9,2) = 22 +y?> +22 - 16 =0y go(x,9,2) = v +y — 4 = 0. Con
ello, considere la funcién Lagrangiana dada por:

L(z,y, 2, A, ) =22 + 2 + 22 + M (2?2 + 92 + 22 — 16) + Moz +y — 4).
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Haciendo VL(x,y, z, A1, A2) = (0,0,0,0,0) se forma el sistema de ecuaciones siguiente:

([ 2z42zM\+ X = 0 (1)
20 +2yM+ X2 = 0 (2)
2120 = 0 (3)
24+y*+22-16 = 0 (4)
sry—4 = 0 (5)

Al restar la igualdad (1) con la igualdad (2) se tiene que

20 + 2\ + Ao — (2y + 2y\ + X2) =0 y) + 2\ (r—y) =0

= 2(z -

= 21+ M\)(z—y)=0
= M=—-106zx=y.
En seguida se analizan estos dos casos.

= Si A\ = —1, en la igualdad (3) se tiene que 2z —2 = 0, entonces z = 1. Con este resultado,
la ecuacién (4) queda z2 + y? — 14 = 0. Abonado a ello, de la igualdad (5) se deduce que
y =4 — x, por tanto se obtiene que

P2+ (@d-2)?-14=0 = 222-8r+2=0
= 22—4dx+1=0
= r=4E0_943

Siz = 2++/3 entonces y = 4—(2++/3) = 2—+/3, obteniendo el punto P;(2++/3,2—+/3,1).
De forma andloga, si © = 2 — v/3 se obtiene el punto Pp(2 — /3,2 4+ /3, 1).

» Siz =y, en laigualdad (5) se tiene que x + x — 4 = 0, es decir, x = 2, y por tanto y = 2.
Este resultado se cambia en (4), como sigue:

(2)24+ (22 +2:—16=0=2z=4.

Ademés, también se determina que A\; = —4, entonces el punto obtenido es P3(2,2,4).

Para decidir cual punto de C estd mas cercano al origen y cudl estd mas lejos del origen,
se procede a hallar las distancias del origen a los puntos averiguados, estos es:

. d(Pl,ﬁg):\/(2—\/§)2+(2+\/§)2+12:\/ﬁm3,87.
« d(Py,05) = \/2+\f — V3)2 412 = /15 ~ 3,87.

= d(P3,03) = /(2)2 + (2)2 + (4)2 = 2v/6 ~ 4,89.
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Con lo anterior se deduce que el punto de C' més lejano del origen es P3(2,2,4) y los més
cercanos son P;(2 + \/g, 2 — /3, 1)y Py(2— \/3, 2+ \/3, 1).

Observacion 4.8 De los puntos P, P» vy P del ejemplo anterior no se tienen criterios
suficientes para decidir si son maximos o minimos (o ninguno) de la funcién f. Para ello se

necesita teoria que se estudia mas adelante.

Ejemplo 4.17 Considere la curva eliptica formada de la interseccién del plano z+y+2z = 1 con
el cilindro z2 + y? = 1. Determine los puntos sobre dicha elipse que se encuentran méas lejanos y

mas cercanos del origen.

Solucion:  Use el ejemplo 4.16 anterior como referencia. Sea P(z,y,z) un punto de la curva

eliptica y sea 03 = (0,0,0). Entonces la distancia de P al origen es d(P,03) = /a2 + y2 + 22.
Asi, defina f(z,y,2) = 2® + y* + 22 restringido a las funciones g¢i(z,y,2) = 2% + y*> — 1
y g2(z,y,2) = v+ y+ 2z — 1. Al montar la funcién Lagrangiana y usando el teorema 4.5

2 V2
se concluye que los puntos extremos de f son P;(1,0,0), P»(0,1,0), Ps <£ £, 1— \/5) y

27 2
Py <_§’_\/7§’1+\/§>'

Si se calcula las respectivas distancias, se determina que los puntos de la elipse mas
cercanos al origen son P; y P, v el mas lejano es Pj.

Ejemplo 4.18 Determine los extremos de f(z,y,2) = 22 + y*> + 2% sujeto a v +y + 2z = 3
y z=1.

Solucion:  En este caso la funcién f estd restringida a gy (x,y,2) = +y+2—3y go(z,y,2) =

z — 1. La funcién Lagrangiana estd dada por
L(z,y, 2, A, 00) =22 + * + 22 + M(z+y+2—3) + do(z — 1).

Luego, haciendo VL(z,y, z, A1, A\2) = (0,0,0,0,0) se forma el sistema de ecuaciones siguiente:

( 22 + )\1 0 (1)
2y + )\1 =0 (2)

2z + )\1 + )\2 =0 (3)
r+y+z—3 = 0 (4)

L z—1 0 (5)
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De la ecuacién (1) y (2) se deduce que x = y. De la ecuacién (5) es claro que z = 1. Estos dos

resultados se cambian en la ecuacién (4), esto es
r+r+1-3=0=2=1.

Luego se tiene que y = 1 pues x = y. Con estos resultados, los valores de los multiplicadores de
Lagrange son A\ = —1 y Ay = 0. Asi, el tinico extremo de la funcién f bajo las ligaduras dadas
es P(1,1,1). Atin no se puede decidir si es maximo o minimo, para ello se necesita la teoria dada

a continuacion.

Observacion 4.9 En el ejemplo 4.18, la funcién f(z,y,2) = 2% + y> + 22 es el cuadrado de la
distancia del punto (x,y, z) al origen, entonces realmente se estd preguntando por el punto donde
ocurre la minima distancia entre el origen a la recta formada por la interseccién de los planos

r+y+z=3yz=1

4.2.1. Clasificacion de extremos con ligaduras

Sea f: U CR"™ — R, con U abierto, la cual estd sujeta a g1(z1,...,2,) = 0,g2(x1,...,2,) =
0,...,9m(x1,...,2,) =0, donde m < n. Sea

L(z1,. .y, Ay ey Am) = fan, o0, 20) —I—Z)\Z-gi(xl,...,xn),
i=1

la funcién Lagrangiana. Se define el Hessiano Orlado como la matriz

991 991

0 ... 0| % .

Ogm Ogm

PO R

| 9u 9gm | &L *L
Ox1 " Oz 9z? Ct Oxp Oz

g1 dgm | 9L 0°L

or, " Oxzn | O0110TH ox?

Ademds, los menores principales orlados estan dados por

Oq1 9
0o ... 0 D o D
0 ... 0 | %= U=
A. — X1 i . 1
i = | g1 Odm 821, 2L parat=m-+1,...,n.
or1 " 0Ox z2 cct Oxi0x1
g1 99m L 2L
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Sea P € R™ un extremo de f sujeto a g1(x1,...,2,) = 0,..., gm(z1,...,2,) = 0, entonces se
tiene que:

1. Si(—=1)™A;(P) > 0paratodoi=m+1,...,n,entonces P es un mimimo de f(z1,...,x,)

sujeto a g1(x1,...,x,) = 0,...,gm(z1,...,2,) = 0, es decir, P es minimo si todos los

menores principales orlados son del mismo signo que (—1)™.

2. Si (—=1)!2A4(P) > 0 para todo i = m + 1,...,n, entonces P es un maximo de f(x1,...,x,)
sujeto a g1(x1,...,2,) = 0,...,gm(21,...,2,) = 0, es decir, P es un maximo si todos los
menores principales orlados son de signo alternado del mismo signo que (—1)°.

Observacion 4.10 Algunos casos particulares de la teorfa anterior son:

1. Si f:R? — R sujeto a la ligadura g(z,y) =0 (n =2y m = 1). La funcién Lagrangiana
es L(xz,y,\) = f(x,y) + A\g(z,y) y el Hessiano Orlado es

0o 92 9

ox oy

g_| 2 oz oL
- oz Ox2 Oyozx

99 9°L  9°L

Oy Oxdy Oy?

Observe que para los menores principales orlados se tiene que ¢ = m + 1, ..., n, entonces
1= 1+1,...,2, es decir, i = 2. Asi existe un tnico menor principal orlado, que es
precisamente el mismo Hessiano Orlado. Luego, si P es un extremo de f bajo la ligadura
dada, entonces:

» Si|H(P)| <0, entonces P es un minimo.
= Si |[H(P)| > 0, entonces P es un méximo.
= Si |[H(P)| = 0 el criterio no decide.

2. Si f:R?® — R sujeto a la ligadura g(x,y,2) = 0 (n = 3y m = 1). La funcién Lagrangiana
es L(z,y,2z,\) = f(x,y,2) + A\g(x,y, z) vy el Hessiano Orlado es

0 09 o0 o
ox oy 0z
d9  9°L 9%L 0%L
Ox2 Oydxr  020x
0L 9*L 9L
Oy  Oxzdy 8%42 920y
dg L 9L L
0z Oxdz 0Oyoz 0z2

ol
I
QQ
Q8
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Para los menores principales orlados se tiene que i = m+1,...,n, entonces i = 1+4+1,...,3,
es decir, 1 = 2, 3. Asi existen dos menores principales orlados, los cuales son

0 % %
v B
— | 9¢ 9L 0°L — |
Dy = Ox  Oz2  Oyozx y Ay = |H|
99 2L PL
Oy Oxdy Oy

Ahora, si el punto P es un extremo de f bajo la ligadura dada, entonces:
s Si Ay(P) <0y Asz(P) <0, entonces P es un minimo.
» Si Ag(P) >0y As(P) <0, entonces P es un maximo.
= En cualquier otro caso el criterio no decide.

3. Si f:R® — R sujeto a las ligaduras g1(z,v,2) =0y ga2(z,9,2) =0 (n =3y m = 2).
La funcién Lagrangiana es L(z,y, z, A1, A\2) = f(x,y,2) + Mg1(x,y, 2) + Aega(x,y,2) v el

Hessiano Orlado es
0 0 991 91 ¢
992 992 992
0 0 or oy 0z

H=| % 99 0L 0L L
- ox ox Ox? Oydr  0z0x
991 g2 0’L  9’L 9L
Oy Oy  Oxzdy 8;;2 0z0y
991 092 0°L 9L 9L
0z 0z  0x0z Oydz 022
Para los menores principales orlados es claro que : = m+1,...,n, entonces i = 2+1,...,3,

es decir, 7 = 3. Con ello solo existe un tinico menor principal, siendo este el mismo Hessiano

Orlado. Luego, si el punto P es un extremo de f bajo las dos ligaduras dadas, entonces:
= Si |H(P)| > 0, entonces P es un minimo.
» Si |H(P)| <0, entonces P es un maximo.

» Si |H(P)| =0 el criterio no decide.

Ejemplo 4.19 Aplique el método de multiplicadores de Lagrange para determinar los puntos

33
criticos de la funcién f(x,y) = 2% +y? + %_J:y, sujeto a 422 + 32 = 1. Clasifique el punto dado
N V31
r|——,=|.
P 172
3v/3

Solucion:  Defina la funcién Lagrangiana como L(xz,y, \) = x2 +y? + Txy—l—)\(élac? +y2—1).
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Al hacer VL(z,y,\) = (0,0,0) se genera el sistema siguiente:

20+ 3By + 82\ = 0
2+ 3B+ 2n = 0 (2)
42+ -1 = 0

De las igualdades (1) y (2) se forma el sistema homogéneo dado por

o

(2+ 8Nz + 23y
W3r 4242\ )y = 0

Por la ecuacién (3) se deduce que la solucién no puede ser trivial®, esto a su vez implica que
la matriz asociada a dicho sistema debe tener el determinante igual a cero, es decir,

248\ 3
33 942\

De aqui se obtiene que 64\ + 80\ — 11 = 0, lo cual equivale a (8\ + 11)(8\ — 1) = 0. Los dos

11
casos obtenidos son cuando A = Y vy A= 3’ los cuales se estudian a continuacion.

. 1 . . :
= Si\= 3 el ultimo sistema de ecuaciones se reduce a

3z + 23y 0 2 + /3y
= = 224+ V3y = 0.
{ 33, %y 0 { 2v/3z + 3y ! Y
De aqui se deduce que x = —iy, lo cual se cambia en la igualdad (3), esto es:

2
4«(—‘/753/) +2=1 = 3P+y2=1
= y::i:%.

3
Luego, si y = i%, entonces x = :F\/T_' Con esto, los puntos criticos son P (——, 5) y

V3 o1
n(42)

5Esto quiere decir que las variables e y no pueden valer cero simultdneamente.
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11
= Si )\ = -3 se procede de forma andloga al caso anterior, donde se obtiene que = =
: : : 1 V3
?y, se cambia en (3) y se determinan los puntos extremos ligados P aviy

(%)

31
Por otro lado, solo se solicita clasificar el punto P; <_T’ 5) , para cual se halla el Hessinao

Orlado en el cason =2y m = 1, esto es:

0 8z 2y

H=| 8z 2+8\ 28

2y BB 242)

1
Asi, y teniendo presente que A = 3’ resulta que

0 -2v3 1
. V3 1 3v3
Hi=pg)=| 23 3 %%
1 3v3 9
2 1
Luego, el inico menor principal es la mismo Hessiano Orlado, donde se obtiene que |H | — <3
V3 1 L o .
= —48 < 0, entonces el punto P; ~ 13 es un minimo ligado. Se invita al lector clasificar
los demés puntos.
] ot gt
Ejemplo 4.20 Estudie los extremos® de f(z,y,2) = vy + T + E sujetoa x +y + 2 = 1.
» gt gt A
Solucion:  La funcién Lagrangiana es L(x, 1y, z, \) = T + 1 + ” + Mz +y+2z—1). Haciendo
VL(z,y,z,\) = (0,0,0,0) se forma el sistema
B+ = 0 (1)
P4+ = 0 (2
B4HN = 0 (3)
r+y+z—1 0 (4)

SEstudiar los extremos de una funcién se refiere a encontrarlos y clasificarlos.
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De las igualdades (1), (2) y (3) se concluye que —\ = 23 = 3® = 23, es decir, —NA=x=y=-=z

1 —1
De estos resultados, y usando la igualdad (4) se determina que z =y = z = 3y A= 77 Asi, el
111
punto P (5, 3 §) es un extremo de f bajo la ligadura dada. Para clasificarlo se usa el Hessiano
Orlano cuando n =3y m = 1, esto es:
0 1 1 1
~ 1 322 0 0
i = v
1 0 3y 0
1 0 0 322
0 1 1 1
~ 1 1/3 0 0
Luego H| =,=,= | = / , con esto, los menores principlaes orlados son
1 0 1/3 0
1 0 0 1/3
0 1 1
A 1 13 0 |=-=<0 )Y S |
1 — - y 3 — 37 37 3 - 3
1 0 1/3

111
Como ambos menores principales orlados son negativos, entonces el punto P (5 — §>

Y )

es un minimo de f bajo la ligadura dada.

Ejemplo 4.21 Aplique multiplicadores de Lagrange para determinar los puntos criticos
de la funcién f(x,y, z) = 2% + y? + 22, sujeto a 22 — vy + y? — 2y — 22 + 4 = 1. Clasifique
el punto (1, 1,0).

2

Solucion:  Defina la ligadura como g(z,vy,2) = 22 — 2y + 3> — 2y — 2z + 3 = 0, asi la funcién

Lagrangiana es L(x,y, 2, \) = 2% +y? + 22+ A(2? — vy +y? — 2y —22+3). Al hacer VL(x,y,2,\) =
(0,0,0,0) se obtiene el sistema de ecuaciones siguiente:

2+ N2z —y—2) = 0 (1)

204+ A2y —2z—-2) = 0 (2)

2z = 0 (3)

P —ay+y?—-2y—20+3 = 0 (4)
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Observe que z = 0 por (3). Por otro lado, si se restan las igualdades (1) y (2) se tiene que:

2 —y) + 3Nz —y) =0

20 —2y+A2r —y—2) - A2y —x—2)=0 =
= (x—y)BA+2)=0
=

r=y 6 A= —%.
Estos dos casos se analizan a continuacion:
» Siz =y, se sustituye en la ecuacion (4) y se obtiene
22 —22+22 22 -22+3=0 22 —4x+3=0

=
= (x—1)(z—-3)=0
= =106 2=3.

Con ello, si x = 1 entonces y = 1 y A = 2, asi se determinan el punto extremo ligado
Pi(1,1,0). De forma similar, si # = 3 entonces y = 3 y A = —6, obteniendo el punto

extremo ligado P»(3,3,0).

2
= Si A = ——, esto se cambia en las igualdades (1) y (2) de forma simultdnea y en ambos
casos se genera la ecuacion x + y + 2 = 0, de donde resulta que y = —x — 2. Este tltimo

resultado se sustituye en (4), generando lo siguiente:
2 —z(—2—-2)+(—2—-2)?-22-2(-2—-2)+3=0 = 322+6x+11=0.

La tltima ecuacién nunca se anula en R dado que su discriminante es menor que cero’. Asi

este caso no aporta extremos ligados de la funciéon f.

Para clasificar el extremo ligado P;(1,1,0) se usa el Hessiano Orlado paran =3y m =1, el

cual viene dado por

0 2v—y—2 2y—ax—-2 0

- 20—y —2 242\ - 0
2y —x —2 - 2420 0 |’

0 0 0 2

"El discrimnate de la ecuacién cuadritica az? + bz + ¢ =0 es A = b — 4ac.
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donde A = 2. A partir de ello se tiene que:

0 -1 -1 0
~ -1 -2
A(1,1,0) = 0 0
-1 -2 6 0
0O 0 0 2
Los menores principales orlados estan dados por:
0 -1 -1
Ar=|-1 6 -2|=-16<0 y Agz)ﬁ(1,1,0)‘:—32<0.
-1 -2 6

Entonces el punto P;(1,1,0) es un mimimo ligado.

ion 4. omo f(x,y,z) = x° 4+ y° + 2z° es el cuadrado de la distancia de un punto
Observacion 4.11 C 2+ 42 + 22 es el cuadrado de la dist d t
(x,y, z) al origen, entonces en el ejemplo 4.21 equivale a preguntar por los puntos donde ocurren

2

la menor y mayor distancia de la superficie 22 — zy + y? — 2y — 22 + 4 = 1 al origen.

Ejemplo 4.22 Aplique el método de multiplicadores de Lagrange para determinar los puntos
criticos de la funcién f(x,y, z) = zy + vz + yz, sujeto a 2 + y? — 22 = 1. Ademas, si es posible,
clasifique los puntos obtenidos.

Solucion:  La funcién Lagrangiana viene dada por L(x,y, 2, ) = ay+zz+yz4+-A(z?+y?—22—1).

Al hacer VL(z,y,z,A) = (0,0,0,) se origina el sistema siguiente:

y+z+2zA = 0 (1)
r+z+2yN = 0 (2)
T4y — 22\ 0 (3)
R A | 0 (4)

De forma similar al ejemplo pasado, reste las igualdades (1) y (2), esto es

y—zr+2eA =2y =0 = (x—y)—2\z—y)=0
= (z—y)(1-2\) =
= z=y 6 A=1.

Estos dos casos se estudian a continuacién.
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Capitulo 4. Aplicaciones de las Derivadas Parciales
» Si x =y, de las igualdades (1), (2) y (3) se obtiene que

z+z+22A = 0

r+z+2z\X = 0 )
T = zZA

r4+z4+2zA = 0 {
r4+ax—222 = 0

De este ultimo sistema es claro que se obtiene la ecuacién z\ + z + 22A? = 0, es decir,

2(2A%2 + A+ 1) = 0. De aqui se determinan dos casos: un primer caso se da cuando z = 0,

entonces x = 0y y = 0, pero esto no es posible pues contradice la igualdad (4). El segundo

caso es que 2\? + XA + 1 = 0, pero esta ecuacién cuadratica no posee solucién en R dado

que su discriminate es menor que cero. Por tanto, no se obtuvo puntos criticos.

1
n SiA= 2 de las igualdades (1), (2) y (3) se forma el sistema de ecuaciones lineales

r+y+z = 0

r+y+z = 0 ~
Y r+y—z = 0

z+y+z = 0 {
r+y—z = 0

De lo anterior se tiene que z = —y y que z = 0. Estos dos resultados se cambian en la
igualdad (4), generando la ecuacién 2% + (—z)? — (0)2 = 0 = 22% = 1. Asi, se obtiene que

r = +——. Entonces, los tinicos puntos extremos ligados son

V2
() ()

Para la clasificacién de estos dos puntos se utiliza el Hessiano Orlado (n = 3y m = 1),

el cual es
0 2z 2y -2z

2¢ 2)\ 1 1

H’V':
2y 1 2\ 1
-2z 1 1 =2
1 1 1 .
= Para el punto P, —2,——2,0 , recalcando que \ = 5 el Hessiano Orlado queda
0 V2 —vV2 0
~ 1 1
gL L) V2 1 11
2 2 -2 1 1 1
0 1 1 1
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Los menores principales orlados estan dados por

0 V2 V2 1 1
A= V2 1 1 |=-8<0 y Agz'ﬁ[(—,——2,0)‘:16>0.
V2 1 1

N}

Con esta informacién se tiene que el criterio no decide.

1

= Para el punto P, (——,
V2

es

1 1
E, O) , donde igualmente se tiene que \ = 2 el Hessiano Orlado

0 -2 V2 0

ﬁ]< 1 10)_ -2 1 1 1
V2Vl v2 o1 1 1
0 11 -1

Los menores principales orlados estan dados por:

0 —v2 V2 1 1
N=| V2 1 1 |=-8<0 vy Ag—'ﬁ(——Q,—Q,O)’—16>O.
V2 1 1

En este caso, el criterio tampoco decide.

Ejemplo 4.23 Estudie los extremos de f(z,y, z) = 2% + y? + 2%, sujeto a 22 = 16 — 22 — % y
r+y=4

Solucion:  Observe que realmente corresponde al ejemplo 4.16, donde la funcién Lagrangiana

definida fue
L(z,y, 2, A, 0) =22 + 2 + 22+ M2 + 42 +22 — 16) + \o(z +y — 4),

y se determinaron los siguientes puntos extremos: Py(2 + /3,2 — v/3,1), P»(2 — V3,2 + V/3,1)
y P3(2,2,4). Para clasificar estos tres puntos se usa el Hessiano Orlado, con n =3y m = 2, el

cual es
0 0 2z 2y 2
0 0 1 1 0
H=| 2z 1 242\ 0 0
2y 1 0 242X 0
2 0 0 0 2

En este caso, el mismo Hessiano Orlado es a la vez el tinico menor principal orlado. Asi se tiene

lo siguiente:
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» Para el punto P;(2 + /3,2 — v/3, 1), recuerde que A\; = —1 (ver ejemplo 4.16), con ello se

tiene que
0 0 2(2++3) 22—+3) 2
0 0 1 1 0
H2+V3,2-V3,1)=] 22+v3) 1 0 0 0
202 -+3) 1 0 0 0
2 0 0 0 2
Observe que ‘f](2+\/§,2— \/5,1) = 96 > 0, por tanto Pi(2 + V3,2 — \/3, 1)

es un punto minimo ligado.

» Para el punto P»(2 — /3,24 /3, 1), igual al anterior A\; = —1, entonces se tiene que

0 0 2(2—+3) 202++3) 2
0 0 1 1 0
H2-V32+V3,1)=| 22-v3) 1 0 0 0
202+3) 1 0 0 0
2 0 0 0 2
Observe que ‘ﬁ(Z—\/§,2+\/§, | = 96 > 0, por tanto P»(2 — /3,2 + v/3,1)
es un punto minimo ligado.
» Para el punto P3(2,2,4), note que \; = —4, asi el Hessiano Orlado en el punto P5 es
00 4 4 2
00 1 1 0
H(224)=]41 -6 0 0
41 0 -6 0
20 0 0 2
Posteriormente se verifica que ﬁ(2,2,4)‘ = —48 < 0, por tanto P;(2,2,4) es un punto
méaximo ligado.
Ejemplo 4.24 Determine y clasifique los extremos de f(z,y,2) = 22 + y? + 22

sujetoaz+y+2=3y2—-1=0.

Solucion:  Realmente corresponde al ejemplo 4.18, donde se determiné que la funcién Lagrangiana

es L(z,y,2, M\, \2) = 22 + 32 + 22 + M(z+y+ 2 —3) + Aa(2 — 1) y el tinico extremo ligado es

174



4.2. Multiplicadores de Lagrange

P(1,1,1). Luego, el Hessiano Orlado (n =3y m = 2) es

00111
00001
H=]110200
10020
1100 2

Es claro que |H(1,1,1)] = 4 > 0, por tanto el punto P(1,1,1) es un minimo ligado.

Ejemplo 4.25 Aplique el método de multiplicadores de Lagrange para determinar los puntos
criticos de la funcién f(xz,y,2) = 2% +y? + 22 — 22y — 2yz, sujetoa v — 2 =1, y + 2 = 2.

Solucion:  La funcién Lagrangiana esté definida por L(z,y, 2, A1, Ao) = 22 + y? + 22 — 22y —
20z + M(z — 2z — 1) + Xo(y + z — 2). Al hacer VL(z,y, 2, 1,\2) = (0,0,0,0,0) se obtiene

el sistemas:

20 —2y+X = 0 (1)

2y —2x—2z+X = 0 (2)
22 =2y —M+X = 0 (3)
r—z—1 = 0 (4

\ ytz-2 = 0 (5)

Al sumar las igualdades (1) y (3), y restar (2), se obtiene
dr —6y+42=0=22x -3y +2z=0.
Con este resultado, y considerando las ecuaciones (4) y (5), se forma el sistema de ecuaciones

lineales siguiente:
20 —=3y+2z = 0

r—z = 1
y+z = 2
. : . 11 10 4
Este sistema se resuelve de forma sencilla, obteniendo los valores de x = Y= yE=g
2
Al sustituir estos valores en las ecuaciones (1) y (2) se induce que A\ = —= Ao = = de forma

11 10 4

= 7) Para su clasificacién se

respectiva. Por tanto, el tinico punto extremo ligado es P (
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usa el Hessiano Orlado (n = 3 y m = 2), como sigue:

o = O O
_ = O O O
(N}

o
S

-1

El inico menor princicpal es el mismo Hessiano Orlado y ademas

11 10 4
Asi, el punto P (— —) es un minimo ligado.

_ /11 10 4
7 i | N VR
(7’7’7)‘ >0

777
Ejemplo 4.26 Considere la funcién f(x,y,2) = xyz y el conjunto Q = {(z,y,2) € R® : 2 >
0,y >,2>0,x+y+2z <3}
1. Determine, si existen, extremos relativos de f sobre el interior de Q).

2. Aplique multiplicadores de Lagrange para determinar si existen, extremos relativos de f
sobre la frontera de Q.

3. Determine los valores maximos y minimos absolutos de f sobre @) y los puntos donde se

alcanzan.

Solucion:  Para la solucién de este ejemplo primero se hace un dibujo del conjunto @, que

representa el tetraedro ubicado en el primer octante, limitado por el plano x +y + 2z = 3 y por
los planos coordenados x =0, y = 0y z = 0. Este dibujo se observa en la figura 4.9.

B~y

Figura 4.9: Conjunto Q = {(z,y,2) € R*: 2 >0,y >,2 > 0,2 +y + 2 < 3}
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1. Observe que el interior de ) ocurre cuando = > 0, y > 0 y z > 0. Se debe hallar los puntos
criticos de f y ver cudles estan dentro de R. Para ello, observe que V f(x,y, 2) = (yz, zz, xy)
y al hacer Vf(x,y,z) = (0,0,0) se obtiene el sistema

yz = 0
xz = 0
zy = 0

De aqui se deduce que los puntos criticos de f son de la forma (0,0, z) con z € R, (0,y,0)
cony € Ry (z,0,0) con x € R. Observe que ninguno de estos puntos esta dentro de R, asi

f no posee extremos alli.

2. Para determinar, si existen, los extremos relativos de f sobre la frontera de R, note que
dicha frontera esta formada por 4 caras: la cara OAB, la cara OAC, la cara OBC'y la cara
ABC. Cada una de ellas se estudia a continuacion:

s Para las caras OAB, OAC y OBC note que z = 0, y = 0 y x = 0 de forma respectiva,
asi f(x,y,z) = xyz se convierte en una funcién constante e igual a cero en que cada

una de esas caras.

s Para la cara ABC, observe que esta corresponde al plano x +y + 2z = 3 en el
primer octante. Asi, este caso corresponde a un problema de extremos condiconados
(o ligados), donde se deben determinar y clasificar los extremos de f(z,y,2) = zyz
ligado a x +y + 2z — 3 = 0. La funcién Lagrangiana viene dada por

L(z,y,z,\) = zyz + Mz +y + z — 3).

Al hacer VL(z,y,z,A) = (0,0,0,0) se genera el sistema

yz + A 0 (1)
xzz4+A = 0 (2)
ry+A = 0 (3)
r+y+z—3 0 (4)

De (1), (2) y (3) se tiene que yz = xz = zy, y usando el hecho que x +y+2—-3=0
por la igualdad (4), se obtiene que z = 1, y = 1 y z = 1. Con ello resulta también
que A = —1. Asi, el tnico extremo ligado es P(1,1,1). Para clasificar este punto, se
utiliza el Hessiano Orlado paran =3y m = 1, esto es

_ = = O
o8 <

< N O =
|8 O w =
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01 11
. . 1 011 o
Con esto se tiene que H(1,1,1) = 1101 | Entonces los menores principales
1110

orlados son

A = —9250 vy Agz‘ﬁ(l,l,l)’:—3<0.

— = O
_ o
S =

De esta manera se concluye que el punto P(1,1,1) es un méximo ligado, siendo a su

vez un punto maximo de f sobre la cara ABC' del tetraedro de la figura 4.9.

3. De la parte anterior se induce que el minimo absoluto de f(x,y,z) = xyz sobre @ ocurre
en las caras OAB, OAC y OBC, cuyo valor minimo es cero. Luego, el maximo absoluto
de f(x,y,z) = zyz ocurre en el punto (1,1, 1), cuyo valor maximo es 1.

Ejemplo 4.27 Sea f(z,y,2) = 222 + 32y + 2y + 22 y sea Q la regién en el espacio definido por
222 + 2y% + 22 < 1. Determine los extremos de la funcién f en Q. Clasifique los puntos (0,0, 0)

11
~.2,0).
Y(2’27)

Solucion:  Note que @ : 222 42y%+ 2% < 1 corresponde al interior de un elipsoide y su frontera.

En este sentido este ejemplo se resuelve primero buscando los extremos de f en el interior de @)

y luego los extremos de f en la frontera de ). A continuacion se detalla estos dos procesos.

1. Para los extremos de f en el interior de (), se procede a determinar los puntos criticos de
f v ver cudles estan dentro de (). Para ello, observe que el gradiente de f esta dado por
Vf(x,y,z) = (4o + 3y, 3z + 4y, 22), el cual se iguala al vector cero, esto es

dr+3y = 0
dr+4y = 0 =x=y=2=0.
2z =0

Asi, el tnico punto critico obtenido es P;(0,0,0) y claramente estd en el interior de Q.
Ademas, este punto se debe clasificar usando la matriz Hessiana de f, la cual es

fox foy [ 430
Hf(l',y,Z) = fym fyy fyz = 340
Jea fzy Jez 00 2

Los menores principales de Hy son:
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s Ay = [4] =4 > 0 (positivo).

4 3

VAT 5 4|~ 7> 0 (positivo).
4 30

» Az3=1]3 4 0 |=14> 0 (positivo).
0 0 2

Por tanto Hy es definida positiva y asi P(0,0,0) es un minimo de f.

2. Para estudiar los extremos de f en la frontera de () se puede ver como un problema
de multiplicadores de Lagrange, donde la funcién f(x,y,2) = 22? + 3zy + 2y + 22 estd
restringida por g(z,y, z) = 202 + 2y* + 22 — 1 = 0. Con ello la funcién Lagrangiana viene
dada por

L(z,y, 2, \) = 22% 4 3xy + 2% + 22 + A(22% + 2% + 22 — 1).

Al hacer VL(z,y,z,A) = (0,0,0,0) se genera el sistema

Az +3y+4zh = 0 (1)
3z + 4y + 4y 0 (2)
2:4+2:X = 0 (3)
202 +2y% + 22 — 1 0 (4)
De la ecuacion (3) se tiene que 2z(1+ ), asi z =0 6 A = —1. Estos casos se estudian en

seguida.

1
= Siz =0, delaecuacién (4) se obtiene 2 4 y* = 7 Por otro lado, al sumar la igualdad

(1) v (2) resulta que

T4+ Ty+4Nz+1y)=0 = (z+y)(7T+4\)=0=0
= T=-Yy 0 A= —%.
. . . . 2 2 1 . 1
A partir de lo anterior, si x = —y, y al sustituir en 2° + y° = ~, se obtiene que y = +3

1 1 11
yxr= $%. Entonces los extremos generados son P (5, —5 O) y Ps (—5, ox O).

Ahora, si A = ——, de la ecuacion (1) y (2) se induce que x = y, y al cambiar esto en

1
22+ 9% = = sellega a que y = :I:% y = :I:%. Entonces los extremos generados son

11 1 1
P(= - P(—=—=0).
4(27210> y 5( 27 27())
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s Si A= —1, de las igualdades (1) y (2) se forma el sistema

4 —dr =

3r+4y—4y = 0

Luego, como x = y = 0, de la ecuacién (4) se infiere que 22 — 1 = 0, es decir, z = 1.
Asi los extremos son P4(0,0,1) v P7(0,0,—1).

11 7
Seguin el enunciado del ejemplo, falta clasificar el punto Py (5, 2 0) con \ = T para lo

cual se usa la matriz Hessiana Orlada, que estd dada por

0 4z 4y 2z
i dr 4+ 4) 3 0
4y 3 4 44\ 0
2z 0 0 242\
022 0
Con esto se tiene que H (%, %, 0) = ; g 2 8 , cuyos menores principales orlados
000 -3
son
0 2 2 /11
A=12 3 3|=48>0 y A3:’H(§,§,O)‘:—72<0.
2 3 3

11
De esta forma se concluye que el punto P, (5, > O) es un maximo ligado.

Observacion 4.12 Se pueden estudiar los extremos de una funcién f : R® — R restringida a
m ligaduras g1 =0, ..., gm = 0 (m < n), si no se exige el método de multiplicadores de Lagrange,
parametrizando las superficies definidas por las ligaduras y sustituyendo en la funcién objetivo
f, entonces el problema original se reduce a un problema con n — m variables sin restricciones.

En particular, observe los siguientes dos ejemplos.

Ejemplo 4.28 Calcule los méximos y minimos de f(z,y,2) = 22 +y? + 22 sujeto a = — A

V2

Solucion:  Se puede convertir este problema de optimizacién de tres variables con dos restric-

ciones en un problema de optimizacién de una sola variable mediante una parametrizacion
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adecuada de las restricciones del problema.

El dominio de la funcién objetivo f queda definido por la curva

con parametrizacién

t
r(t) = (ﬂ,cost,Qsent) , con t € [0,2m].

V2

Entonces, el nuevo problema de optimizacion seria hallar los médximos y minimos de la nueva
funcién g : [0, 27— R definida por

gt) = f(r(®))

= f(c\o/%t,cost,Qsent)
_ 5sen2t_|_§

2 2°

Derivando g con respecto a t e igualando a cero, se tiene que los puntos criticos en el problema
de una variable son ¢t = 0,t = 5, t =, ¢ = 37“ y t = 27, de donde se obtiene los siguientes

resultados:
’ t ‘ r(t) ‘f(x,y,z) ‘ Condicién
0 (% 1, 0) 3 Minimo
o (0,0,2) 4 Méximo.
s (—\%, -1, O) % Minimo.
(0,0, -2) 4 Méximo.

Ejemplo 4.29 Calcule los méximos y minimos de la funcién f(x,y, z) = x + ¥ sujeto a la esfera
2+ + 22 =1

Solucion:  Se puede convertir este problema de optimizacién de tres variables con una restriccién

en un problema de optimizaciéon de dos variables sin restricciones mediante una parametrizacion

adecuada de la restriccion.
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El dominio de la funcién objetivo f estd definido por la superficie esférica 2% + 3% + 22 = 1,

con parametrizaciéon®

x =cosfsen¢p,y =senfsen¢,z =cos¢p, con b € [0,2rx], ¢ € [0, ],

Entonces, el nuevo problema de optimizacion seria hallar los maximos y minimos de la funcién
g:[0,27] x [0,71] — R,

g(0,6) = f(cosOsen p,sendsend,cos )

= cosfsen ¢ + senfsen ¢.

Derivando g con respecto a cada una de las variables e igualando a cero,

0
_g = —senfsen¢ + cosfsen¢p = 0,

g9 = cosf cos ¢ + senf cos p = 0,

d¢

se obtienen los puntos criticos (%T”,O), (%”,0) , (%, %), (‘%”, %) Usando la Matriz Hessiana

ordinaria de orden 2, resultan los siguientes datos:

’ 0, ) ‘ (x,y,2) = (cosfsen ¢, sen fsen ¢, cos ¢) ‘ fz,y, 2) ‘ Condicién
(%TW’ 0) (0,0,1) 0 No decide.
(%7 0) (0,0,1) 0 No decide.
(%’ %) (\%a \%a 0) \% Maximo.
(F7:3) (-&—49) —2 | Minimo.

Ejercicios

... 1
Ejercicio 130 Verifique que la funcién f(z,y, z) = 2>+ 2%y + §xy2 +xz restringida a z+y+2 =

—1 posee un valor maximo en el punto P;(—1,2, —2) y un valor minimo en el punto P(1,0, —2).

Ejercicio 131 Demuestre que la funcién f(z,vy, 2) = 23 +2%y+xy? + 22 restringida a v +y+2 =
11

57
—1 posee maximo valor en el punto P; <—§, g9 )y minimo valor en el punto P (1,0, —2).

8En el Capitulo 6 se estudiara la parametrizacién de superficies.
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Ejercicio 132 Utilice el método de multiplicadores de Lagrange para determinar los extremos
2 2
absolutos de la funcién f(z,y, z) = 22 + y> + 22 restringida a z? + yz + % = 1.

Ejercicio 133 Aplique el método de multiplicadores de Lagrange para determinar los extremos
2 2 2
absolutos de la funcién f(xz,y, 2) = 22 + y? + 22 restringida a T + L + S

4 5 25

Ejercicio 134 Use el método de multiplicadores de Lagrange para mostrar que la funcién

1 1 . 1 1 . . :
flz,y,2) = — + — + —; restringida a — + — + — =1 tiene como tnico extremo ligado al punto
x z xr oy oz

P(3,3,3) y clasifique dicho punto.

Ejercicio 135 Use el método de multiplicadores de Lagrange para mostrar que la funcién
1

1
f(z,y,2) = x +y+ z sujeta a las condiciones —+—-+—-=1, 2 > 0,y > 0y z > 0, tiene
x oy oz

como unico extremo ligado al punto P(3,3,3) y clasifique dicho punto.

Ejercicio 136 Use multiplicadores de Lagrange para determinar los extremos de la funcién
f(z,y,2) = 2y + vz restringida a 22 +y> =1y y — 2 = 0.

Ejercicio 137 Mediante el método de multiplicadores de Lagrange determine los extremos de
la funcién f(z,vy, 2) = ryz sujeta a las restricciones 22 +y? + 22 =1y o +y+ 2 = 0.

Ejercicio 138 Utilice multiplicadores de Lagrange para hallar la mayor y la menor distancia
desde el origen a la curva
2 2 2 2
C - Tty TR = 1
y—z = 0
Sugerencia: sea (r,y,z) un punto de la curva C, entonces la distancia del origen a dicha

curva estd dada por d((0,0,0), P) = y/x? + y? + 22, asi determine los extremos de la funcién

2 2 2
flz,y,2) =2 +y? + 22 quetaalasresth(noneS%—i—%—i—%—lyy—z—o

Ejercicio 139 Use el método de multipicadores de Lagrange para determinar los valores extremos
2 2
x z
absolutos de la funcién f(z,vy, z) = #* + y* + 2? restringida a 7 + yg + %= lyzx+y—2=0.
., Qué relacion tiene este ejercicio con el anterior?

Ejercicio 140 Aplique el método de multiplicadores de Lagrange para determinar la distancia
minima entre el plano 2z + 3y + 6z = 98 y el elipsoide ? + 4% 4+ 922 = 1. Sugerencia: por
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la féormula de distancia entre un punto y un plano, considere la funcién distancia d(z,y,z) =
2z + 3y + 62 — 98

7

, v analice los extremos de esta funcion ligados al elipsoide.

Ejercicio 141 Sea f(x,y, z) = 2y%2> y sea Q la regién en el espacio definida por 22 +y% 422 < 1.
Determine los extremos de la funciéon f en (). Sugerencia: use como referencia el ejemplo 4.27.

Ejercicio 142 Los circulos de Villarceau corresponden a la curva de interseccién C entre la
superficie de revolucion ($2 +y2 22+ 16)2 —100(2%4+9?) = 0 y el plano 3z —4z = 0. Encuentre
el maximo y el minimo valor de la funcién f(z,y, z) = z restringida a los circulos de Villarceau.
Sugerencia: equivale a buscar los valores extremos de la funcién f(z,y,z) = z restringida a
(22 + 42 + 22 +16)* = 100(22 + y2) = 0 y 3z — 4z = 0.

Ejercicio 143 Considere la funcién f(z,y,2) = c2- 22 +c3-y> +c2 - 2%, donde ¢y, para k = 1,2,3
son numeros reales diferentes de cero. Use multiplicadores de Lagrange para mostrar que el valor
minimo de f(x,y, z) restringida al plano x +y + z = 1 es el nimero

Ejercicio 144 Utilice el método de multiplicadores de Lagrange para determinar el minimo
volumen de la region acotada por los planos z = 0, y = 0, z = 0 y el plano tangente a la

superficie

1’2 y2 22

2Tptasl
en el punto P(z,y,2) en el primer octante. Sugerencia: por el ejercicio 84, esto equivale a
1 a2b2e2 2 2 L2

determinar los minimos de la funcion V(z,y, z) = 6 restringida al elipsoide — + v +—5 =
1.

a2 b ¢

Ejercicio 145 Use el método de multiplicadores de Lagrange para hallar y clasificar el tinico
1 1 1 11 1
— + — + — condicionado por la restriccon — + — + — = 1.
22 g2 2 sy z

extremo de la funcion f(z,y,z) =

Ejercicio 146 Utilice el método de multiplicadores de Lagrange para hallar y clasificar los
2 2 2
extremos de la funcién f(x,y,z) = =+ y + z restringido % + % + 5= 1
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Ejercicio 147 Por medio del método de multiplicadores de Lagrange halle y clasifique los
extremos de la funcién f(z,y,2) = = + y + 2z definida para z > 0, y > 0y z > 0, sujeta a

la restriccion — + — + — = 1.
x Yy z

Ejercicio 148 Muestre que la funcién f(x,y,2) = 2® + 2y? + 222 + 2%y + 2y? + 22 sujeta a la

5 2 2
) y Po(—1,1,1) y clasifiquelos.

restricciéon x +1y+ z = 1 posee extremos en los puntos P; (57 9'9

Ejercicio 149 Pruebe que la funcién f(x,y, 2) = 23 +y%+22+22y+ay*+22 sujeta a la restriccion

111 122 o
x +y+ z =1 posee extremos en los puntos P; 3'3'3 y P ~3'33 y clasifiquelos.

Ejercicio 150 Muestre que la distancia minima de la hipérbola 22 — y? = 1 al origen ocurre
en los puntos P, (—1,0) y P5(1,0). Ademas, compruebe que los puntos P; y P, son realmente

minimos.

2
Ejercicio 151 Considere la funcién f(x,y) = 2021 — % — 32, la cual se define sobre la elipse

2
x? + Y~ — 1. Encuentre su valor minimo y el punto (o puntos) donde se alcanza. Sugerencia:

4
2
se estd preguntando por los puntos minimos de la funcién f(z,y) = 2021 — T y? restringida

2

2 Y
= =1.
ax —1—4

Ejercicio 152 Muestre que el punto (2,2,8) es un punto critico de la funcién f(z,y, z) = xyz
sujeta a la restriccién z2 4+ y? = 16 — z y clasifiquelo.

3 .3 .2 2
Ejercicio 193 Sea f(z,y) = % +Z=— % — % +1 definida sobre la region circular R = {(z,y) €

R?: 2% 4 42 < 4}

1. Hallar y clasificar los puntos criticos de f dentro de la regiéon R, es decir, en el disco
22 +y? < 4

2. Haciendo uso de multiplicadores de Lagrange, halle y clasifique los extremos de f en la
frontera de R. Sugerencia: considere la funcién f ligada a la funcién 22 + 32 = 4.

3. Determine los extremos absolutos de la funciéon f en todo R, es decir, sobre el disco cerrado
w2 +y? < A4
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Capitulo 5

Integrales Multiples

5.1. Integrales en R’

51.1. Integrales dobles sobre regiones rectangulares

Definicion 5.1 (Regién rectangular cerrada en R?) En R? se define un rectangulo cerrado
como el producto cartesiano de dos intervalos cerrados de R. La region que acota ese rectangulo
cerrado se denota como R, es decir,

R=[a,b] x [e,d] = {(z,y) eR*:a <z < b, c<y<d}

y se llamara region rectangular cerrada sobre el plano xy, o simplemente, regién rectangular,

como lo muestra la figura 5.1.

Y
A

ds+---

Co————

a b

Figura 5.1: Regién rectangular cerrada

Definicion 5.2 (Integral doble sobre regiones rectangulares) Sea R = [a,b] X [c,d] una
region rectangular y sea f : R C R? — R una funcién continua y acotada sobre R,
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5.1. Integrales en R?

la expresiéon

I—//Rf@,y)dA

se llama integral doble sobre la region rectangular R, y se calcula haciendo

Iz//Rf(xyy)dA:/cd (/abf(l‘,y)dw) dy,
o bien Iz//Rf(w,y)dAz/ab(/Cdf(w,y)dy>dx-

Teorema 5.1 (Teorema de Fubini) Sea R = [a, b] x [¢, d] una regién rectangular y sea f : R C
R? — R una funcién continua y acotada sobre R, entonces

/cd (/abf(x,y)dx) dyz/ab (/cdf(x,y)dy) .

Ejemplo 5.1 Calcule el valor numérico de I = / / <23:y2—|—y> dA donde la region
R T

rectangular es R = [3,3] x [-2,1].

1 3
Solucion:  Por el teorema 5.1, basta con calcular I = / (/ <2$y2 + y) d:p) dy, esto es
-2 \J1/2 €

1 3
I = / (/ <2xy2+y> dx) dy
-2 \J1/2 Z
1 =3
= / (x2y2 +yln |x\)
-2

dy
1
35
= / zyQ + Yy In6 dy

x=1/2
-2

35 , In6 2) y=t
= | v +—5vy
(12 2 s
105 3In6 3
= 2222 _%(35 - 21u6).

4 2 4

3 1

También se pudo haber calculado I = / ( / (2xy2 + g) dy) dx y el resultado debe ser el
1/2 \J—2 T

mismo, lo cual se invita a comprobar al lector.
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Capitulo 5. Integrales Mltiples

51.2. Integrales dobles sobre regiones mas generales

Definicion 5.3 (Regién plana de tipo 1 y tipo 2) Sea R una regién plana de R?, se dice
que R es una region de tipo 1 si es de la forma

R={(z,y) eER*:a <z <b, gi(x) <y < go(a)},

donde g1 y g2 son funciones continuas sobre [a, b].

(2
A y=92($)
. y = gi(x)
- i : >
Y a b

Figura 5.2: Regién de tipo 1

De forma similar, si R es una regién plana de R?, se dice que R es una regién de tipo 2 si es
de la forma
R={(z,y) eR*:c<y<d, hy) <z <hy)},

donde hy y hy son funciones continuas sobre [c, d].

Y
S

A

Figura 5.3: Regién de tipo 2
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5.1. Integrales en R?
Teorema 5.2 (Integracién doble para regiones mas generales) Sea la funciéon f : R C
R? — R una funcién continua y acotada en R.

1. Si R es una region de tipo 1 como la mostrada en la figura 5.2, entonces,

J[ remar= | b ( / (()) F,) dy> de.

2. Si R es una region de tipo 2 como la mostrada en la figura 5.3, entonces,

J[ remaa= | ' ( / f:j)f(x,y) dx) ay.

Ademas, cualquiera de las dos integrales dobles anteriores generan el mismo resultado,
lo cual se ejemplificara con ejemplos méas adelante.
Observacion 5.1 En relacién con el teorema 5.2 anterior, se debe considerar que:

1. A la regién R se le suele denominar regién de integracion o dominio de integracién.

2. Realmente es una generalizacion del Teorema de Fubini, correspondiente al teorema 5.2.

3. Por comodidad de notacién se suele escribir:

b rga(x)
. // flz,y)dA = / / f(z,y) dydz, si R es de tipo 1. Ademas se dice que es una
R a

91(z)
integral iterada en el orden dydz.

d rha(y)
. // flx,y)dA = / / f(x,y)dzdy, si R es de tipo 2. También se dice que es
R c Jhi(y)

1y
una integral iterada en el orden dxdy.

2

Ejemplo 5.2 Sea R laregion plana acotada por las curvas y = R y = x en el primer cuadrante.
Determine el valor de la integral doble I = / / xy dA, tanto en el orden de integracion dydx
R

como dzdy.
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Capitulo 5. Integrales Mltiples

Solucion:  Primero se debe hacer un bosquejo de la regién R dada, el cual corresponde

a la figura 5.4.

Figura 5.4: Regién R C R? acotada por las graficas de y = x, y = §7 en el intervalo z € [0, 2]

Si se integra I en el orden dydz, se debe considerar la regiéon R como tipo 1, es decir, R =
{(l‘,y) eRzoéxSQ,%z Syﬁx}Asi,

190



5.1. Integrales en R?

Ahora, si se integra I en el orden dxzdy, se debe considerar la regién R como tipo 2, esto es,
R = {(w,y) cER?2:0<y<2,y<z < \/2y}. Entonces,

I = // xy dA

R
2 V2

= // xy dady
0 Jy
2 /2 z=+/2y

= / (731) dy
0 =y
2 3

_ 2 Y

- [ (e=5)n

y=2

Segtn los resultados de este ejemplo, se puede observar que sin importar el orden de integracién
en que se determine el valor de la integral doble I se generd el mismo resultado, esto verifica el
teorema 5.2.

Teorema 5.3 (Propiedades de las integrales dobles) Sean f,g : R C R? — R funciones

continuas en R, entonces:

1. //kadA:k//RfdA,dondekeR.
2. //R(fig) dA—//RfdAi//RgdA.

3. // fdA = / fdA+ / fdA, donde R = Ry U R», tal que las subregiones Ry y Ro
R Ry R>

no se traslapan o se superponen.

4, //RfdAZOsifZO.

1 T 4 px
Ejemplo 5.3 Sea I = / f(z,y) dyd:L’—l—/ / f(z,y)dydzx. Dibuje la region de
0 —x3 1 r—2

integracion y reescriba la integral I en el orden dzdy.
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Capitulo 5. Integrales Mltiples

Solucion:  Observe que la regién de integracién R es de tipo 1 y corresponde a la unién de dos

subregiones, esto es:

- Ry = {(J:,y)ERQ:nggl,—x3§y§x}
) Ry, = {(x,y)€R2:1§x§4,x—2§y§x} '

A partir de lo anterior, el recorrido completo de z ocurre en el intervalo [0,4]. En fin, la regién
R de integracién puede representarse mediante el sistema

Y x
y = —a° sixel0,4].
Y T —2

Con ello, los dibujos de la region de integracion R tanto de tipo 1 como tipo 2, se observan
respectivamente en las figuras 5.5 y 5.6.

I R

Figura 5.5: Region de tipo 1 Figura 5.6: Region de tipo 2

Ahora, segin la figura 5.6, al considerar regiéon R de tipo 2 se generan tres subregiones,

es decir,
(R = {(zy) R -1<y<0,—yy<aw<y+2}
p=) R = {(z,y) eR?:0<y<2,y<z<y+2}

Ry = {(z,y) eR*:2<y<4,y<az<4}
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5.1. Integrales en R?

Asi el recorrido completo de y es en el intervalo [—1,4] y la integral I en el orden dzdy es

I:/ fxydacdy+/ facyd:cdy+/ f(z,y) dzdy
Rl R R3

y+2 2 ry+2
= / fxydxdy+// f(xydxdy+//fxydxdy
0 Jy

-1 0 6
Ejemplo5.4 Seal = / / f(z,y) dydx +/ f(z,y) dydz. Reescriba la integral
4—4(x+2)2

—1Jz+1
I en el orden dxdy.

Solucion:  De forma similar al ejemplo anterior, observe que la regién de integracién R

es de tipo 1 y corresponde a la unién de dos subregiones, las cuales son
R, =

R:{ !
Ry =

El recorrido completo de x es en el intervalo [—2,0]. Asi, la region R de integracién puede

(z,y) eR?: —2< 1 < —1,4 — 4(x + 2)? <y<x+6}
(,y) eR?: -1 <z <0,x+1<y<z+6}

Vantun Wantem

representarse mediante el sistema

y = 4—4(x+2)?
y = x+6 si z € [-2,0].
Y z+1

Luego, se procede a realizar los dibujos de la region de integracion R tanto de tipo 1 como tipo
2, mostradas en las figuras 5.7 y 5.8 respectivamente.

/y:x—l—G

/) (x:yfﬁ

o e
X S

1
y:4—4(x+2)2 x:—2+§\/4fy

Figura 5.7: Region de tipo 1 Figura 5.8: Regién de tipo 2
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Capitulo 5. Integrales Mltiples

En relacion con la figura 5.8, el recorrido completo de y corresponde al intervalo [0, 6], ademas
se tiene que la integral I en el orden dzdy es

1 = /le(w,y)d:vdy-f—/Rz f(z,y) dxdy+/R3f(x,y)dxdy

= / /2+1\/47 x y)dxder/ /2+1\/47f($ y)dacdy—k/fi/y:f(x,y)dxdy.

Ejemplo 5.5 Sea

4-33/9—2 3 r8 8vV2 8
I_/ / xyda:dy—k/ / fx,yd:cdy—i—/ / f(x,y)dxdy.
16+y2—4 ) 0 Ja+3/9-92 ( ) 3 A/ 164+y2—4 ( )

Dibuje la regién de integracién y reescriba la integral en el orden dydzx.

Solucion:  Note que la regién de integracién R es de tipo 2, la cual es la unién de tres

subregiones, dadas a continuacion.

R = {(x,y)€R2:0§y§3, 6+ —4<z<4—4,/0= y}
R_d Ry = {(m,y)€R2:0§y§3,4+§\/9—y2§3:§8}

Ry = {(m7y)€R2:3§y§8\/§, 16+y2—4§x§8}

Observe que el recorrido completo para y ocurre en el intervalo [0, 8\/5} Luego, de Ry y R3 se
tiene que

la cual corresponde a una hipérbola centrada en (—4,0). Ademés, de R; se tiene que

4 x —4)? 2
r=4— = /9_y2:>g+y_:1’
3 16 9
siendo una elipse centrada en (4,0). La misma elipse se obtiene de Ry cuando se hace x =
4+ §\/9 — y2. Con esta informacién, la regién R de integracion puede representarse por medio

del sistema
(z+4)?

BT |
ST
L+ = 1 siye(0,8v2)
r = 8
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5.1. Integrales en R?

Entonces, los dibujos de la regién R tanto de tipo 2 como tipo 1 se presentan en la figura 5.9
y 5.10 respectivamente.

82 §--mmmmmmmm oo 8v2

— -7
8

|

N

=

V)

+

16

e - —

\ /s

Figura 5.9: Regién de tipo 2

o . (z+4)? 3 . :
Para escribir I en el orden dydzx, de la hipérbola 6 15 1 se despeja y, obteniendo

y =t/ (x+4)%— 16,

de donde se toma el signo positivo pues solo se necesita la parte derecha de la hipérbola.

y (=4 .
También, de la elipse BETEE + 9= 1 se despeja y, lo cual resulta
3
y::I:Z 16 — (z — 4)?,

y puesto que solo se necesita la parte de arriba de la elipse, se considera el signo positivo.
Finalmente, con esta informacion y usando de referencia la figura 5.10 se tiene que el recorrido
completo de x es en el intervalo [0,8] y que la integral I en el orden dydx es

V/(@+4)2-16
I—//fxydydx—// fx,y) dydz.
(z— 4)2
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Ejemplo 5.6 Cambie el orden de integracién de

1 pdvao—az?
/ / [, y)dydz.
0 Jsen(rz)

Solucion:  La regién de integracién es de tipo 1 y estd dada por

R = {(:c,y) €R?:0 <z < 1,sen(nmz) §y§4\/x—x2}.

De esta region, se hace

y = 4vVr — a2

= y? = 16(x —2?)
2
Y _ (gl 1
= 16 (x Ty 4)
2 2
Y 1 1
= Z = _ _Z hl
16 <‘T 2) 3
= ! 2+ i !
r— = = = -
2 16 4
e, v
2 vy o_
= 3 +§ = 1,

que claramente es una elipse centrada en (%, O), de la cual solo se necesita dibujar la parte de
arriba. Para graficar y = sen(7x) tome valores adecuados para = € [0, 1] con el fin de visualizar
su comportamiento. Con ello, se tiene que el dibujo de la regiéon de integracién R tanto de tipo

1 como tipo 2 corresponde a las figuras 5.11 y 5.12, de forma respectiva.

Para la region de tipo 2, observe que el recorrido completo de y corresponde al intervalo [0, 2].

(x—3)° o

5 B .
(1)2 + 2= 1 se obtiene que
2

1 1
$:§i1\/4—y2,

donde al escoger el signo positivo se dibuja la parte derecha y al seleccionar el signo negativo se

Ahora, si se despeja = de la elipse

bosqueja la parte izquierda de la elipse (ver figura 5.12).
De forma similar, de la funcién y = sen(wz) se despeja la variable z, obteniendo

1
r = —arcseny,
s
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5.1. Integrales en R?

(2} S

i y =44 — a? 1 1

| =571

2
1f--ememesy :
R i Ry
y = sin(rz) < = 1 arcsin(y) A i r=1- %arcsin(y)
72 A 12 A

Figura 5.11: Regién de tipo 1 Figura 5.12: Regién de tipo 2

sin embargo, esta funcién se restringe para y € [0, 1]}, entonces x € [O, %] . Para modelar la parte
en que r € [%, 1} defina la funcién

1
x =1+ —arcsen(—y) =1— —arcseny.
T T

!Segtin la figura 5.11 la funcién y = sen(mz) para que sea biyectiva puede definirse en [0, %] — [0, 1],

2
por tanto su inversa se define en [0,1] — [0, 3].
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De esta forma, la regiéon R de tipo 2 esta compuesta de tres subregiones Ry, Ry y R3, como lo
muestra la figura 5.12, por tanto la integral en el orden dxdy es

~arcseny 2 %_i_i 4—y2?
I—/ / flz,y dxdy—l—/ / f(z,y) dedy + / f(z,y) dxdy.
1 i — ffarcseny ) 1 1 \/m ( )

Ejemplo 5.7 Considere la regién acotada por las curvas y? = 2x — 22, 2y = 2(2 — z), bry =
2x + 3y, como lo muestra la figura 5.13. Escriba la integral I = // f(z,y)dA en el orden de
R

2x
S5 —3

integraciéon dzdy y dydz. Puede usar el hecho que 22 + (

Figura 5.13: Regién R

Solucion:  Para escribir la integral doble I en ambos 6rdenes de integracién, primero se

identifican las tres curvas que acotan a la regiéon R.

2

1. De la curva y? = 2x — 2%, completando al cuadrado se obtiene (x — 1)% + y* = 1, que

representa la circunferencia centrada en (1,0) y de radio 1.

2. En la curva 2y = 2(2 — x) se despeja y, de lo cual resulta la pardbola y = 2”—5962 que es

concava hacia abajo y tiene el vértice en el punto (1, %)

3. La curva 5zy = 2x + 3y, de acuerdo con la figura 5.13, representa una hipérbola rotada.

2

=2rsizx € {O, g, 1,? representan las intersecciones del

2x

or — 3
circulo con la hipérbola. Segun la region R de la figura 5.13, solo se consideran x =0, z =1y

Luego, note que z° +

x = % Con estas consideraciones, la region R de tipo 1 corresponde a la figura 5.14.
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5.1. Integrales en R?

Figura 5.14: Region R de tipo 1

El recorrido completo en z es en el intervalo [0,2]. Asi, la regién de integracién posee tres

subregiones y la integral I en el orden dydx es

V2r—a? V2r—z?
[—// acydydx—i—// xydyd:zc+// f(z,y) dydz.

De forma similar, si R se considera de tipo 2 su dibujo se presenta en la figura 5.15.

\_

Figura 5.15: Regién R de tipo 2

Con ello, el recorrido completo en y es en el intervalo [0,1]. La regién de integracién estd
compuesta por la unién de cuatro subregiones y la integral I en el orden dxdy es

L -2y ( ) 2 rl/1-y2 : )
I:/ / flx,y dxdy+/ / f(z,y) dxdy
0 J1-y/1—y2 1 J1—y/1—y?
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5532 1+\/
fz,y) d:cdy+/ / f(z,y) dzdy.
1—y2 1++/1—-2y

Ejemplo 5.8 Considere la region R = {(x,y) ER?: 22 +92 <25 3z < 4|y|}. Escriba
la integral I = / f(z,y) dA en ambos 6rdenes de integracion.
R

Solucion:  La expresién z2 + y? < 25 corresponde al interior de la circunferencia centrada en

el origen y de radio 5. Por otro lado, 3z < 4]y| equivale a la regién comprendida a la izquierda

de las rectas y = Zx vy = —Zx. Con ello, un dibujo de la region R vista como tipo 1 se aprecia

en la figura 5.16.

-5

Figura 5.16: Region R de tipo 2

Asi, la integral en el orden dydz es

25— :1:2 4 =3z 4 pv25—a?
/ / flz,y) dydx+/ / f(z,y) dydl‘—l—/ / f(z,y) dydz.
V25—22 0 —/25—x2 0 i

w
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5.1. Integrales en R?

Ahora, un dibujo de la regién R vista como tipo 2 se visualiza en la figura 5.17.

5
4
€T = — 1
3!/
b)
— 39 4
)

Figura 5.17: Regién R de tipo 2

Con ello, la integral I en el orden dxdy es

I—/_Z/_O\/ﬂf(x,y)dxdy+/_;3/Omf(x,y)dxdy+/_(;/O_gyf(x,y) drdy
//gfa:yd:cdy%—// o f(z,y) dedy.

Ejemplo 5.9 Considere la expresién

3+9-3y V-1 3493y
// :cydmdy+// xydmdy+// fx,y) dzdy,
3-/0-3y 3-,0-3y

dibuje el dominio de integracién de la suma de integrales dadas arriba y rotule claramente las
curvas y las intersecciones.
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Solucion:  La regién R de integracion es la unién de tres subregiones, cuyo recorrido completo

en y ocurre en el intervalo [0, 2], esto es

(Ry = {(z,y) eR*:0<y<1,3-9-3y<z<3+/9-3y}
o) Bo= {eyeR 1<y<2 3 I-Ty<a<3—iF -1}
Ry — {(x,y)eR2:1gy§2,3+\/ﬁ§x§3+m}

De las tres subregioes anteriores se observa que z =3+ /9 — 3y, es decir, se obtiene

la parabola

1 2
y:—g(:p—3)2+3:—%+2x,

cuyo vértice es el punto V'(3,3) y las intersecciones con el eje x ocurren en z =0y x = 6.
De las subregiones Ry y Rj3 se tiene que z = 3 £ 1/y2 — 1, es decir,

y2_('1:_3>2:17

la cual es una hipérbola con centro en (3,0), ademds tiene vértices en V1(3,1) y Va(3, —1).
En relacién con la informacion anterior, la regiéon R de integracion puede representarse

mediante el sistema
—2(x—3)2+3 =y
si y€[8,8v2].
y*—(r—-3)? = 1

Con el fin de facilitar el bosquejo del dibujo, primero se halla las intersecciones de las dos
curvas involucradas en el intervalo y € [0,2]. Para ello, de la segunda curva despeje el término
(r — 3)? = y? — 1 y sustituya en en la primera curva, esto es

1
y = —§(y2—1)+3

= S N
(LR

= 3y +3y—10 = 0

= (y—-2)y+5) = 0

= y=2 6 y=-5

202



5.1. Integrales en R?

Entonces, el tinico punto de interseccién a valorar ocurre en y = 2, obteniendo los puntos
(34+3,2) y (3 —/3,2). Finalmente, con toda la informacién anterior se procede a realizar el
dibujo solicitado, el cual se muestra en la figura 5.18.

Ry

1 :
R \
6

3-3 3 3+3 \

Figura 5.18: Regién integracion R = Ry U Ry U R3

Ejemplo 5.10 Considere la integral

a y+a
1= [ [ rwisay,
0 Jya2—y?

con a > 0. Determine la cantidad de subregiones de que se compone el dominio de integracién

dibujandola como una regién de tipo 1 y reescriba la integral I segtn el orden dydzx.
Solucion:  En este caso se tiene que la regién de integracién es

RZ{(w,y)ERZ:OSySa, \/aQ—yQSxSera}.

Al escribir # = /a2 — 2, de donde se obtiene el circulo 2% 4+ y? = a®. Ademés, si r = y + a
se obtiene la recta y = x — a, que corta al eje y en el punto (0, —a) y al eje = en el punto (a,0).
Tanto el circulo como la recta se dibujan en el intervalo y € [0, a]. Asi, el dibujo de la regién de

integracion, vista como una region de tipo 1, corresponde a la figura 5.19.
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Yy=x —a

Figura 5.19: Region de integracion R = Ry U Ry

De esta forma, el dominio de integracién, al dibujarla como una region de tipo 1, posee dos
subregiones. Note que el recorrido completo para z es en el intervalo [0,2a]. Luego, la integral

doble I en el orden dydx es

a a 2a a
12/ / f(z,y) dydw+/ / f(z,y) dydz.
0 va?—a? a r—a

Observacion 5.2 En ocasiones, dada una regién de integracién para una integral doble I, es més
factible resolver la integral I en un cierto orden. Por ello, es usual que en la practica aparezcan
integrales dobles en un orden especifico de integracion y se solicita el valor de dicha integral, para
lo cual es mejor verificar si al cambiar el orden de integracion se obtiene el resultado de forma

mas sencilla.

4 2
Ejemplo 5.11 Calcule I :/ / y cos z° dxdy.
0o Jui
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5.1. Integrales en R?

Solucion:  Note que la integral I es de compleja integracién si se hace en el orden dxdy,

por lo que se va cambiar dicho orden a dydx. Para ello, la regiéon de integracién de I esta dada
por R = {(z,y) €e R?: 0 <y < 4,,/y < x < 2}, siendo de tipo 2. Luego, al hacer z = \/y se
obtiene y = 22, de la cual solo se traza la parte derecha de su gréafica con x € [0,2]. Asf el dibujo
de R corresponde a la figura 5.20.

:v:\/@_/:>y::v2

Figura 5.20: Region de integracion R

De esta manera la regién de integracion R escrita de tipo 1 serfa R = {(z,y) e R?: 0 <z <
2,0 <y < 2?}. Entonces la integral I se calcula de la siguiente forma:

2 z?
I = // ycosz® dydz
o Jo
_ /Qy_Qy
0 2

cos z° dx
2 4 .

= — cosx” dz, se hace el cambio de variable u = z°.
0

1 32
= E/ cosu au
0

y=0

1 u=32
= | —=senu
10 u=0
1
= sen 32.
. 8 2 y2612
Ejemplo 5.12 Calcular el valor de la integral I = / /1 5 dxdy.
0 y3 T

Solucion:  Si se calcula la integral I en el orden dzdy es muy complejo ya que no existe una
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pirmitiva clara. Por tal razén se va invertir el orden de integracién. Con este propdsito, observe
que la regién de integracién es

R = {(wy)ERz O<y<8y% §2}

Observe que si x = y% se obtiene que y = x3. Luego, el dibujo de la regién R se muestra en la
figura 5.21.

8f----

R

2

Figura 5.21: Regién de integracion R
Note que la regiéon R escrita como tipo 1 seria
R:{(I,y)ERQ:OSxSZOSySz?’}.

Asi, la integral se calcula de la siguiete manera:

I = / / 5 dydx
26:1: y x z?
-/ F? ;M
/2 €x2 1,'9
= — 3
1
3 / ze® dz, se hace el cambio de variable u = z2.
e
= 6/ e du
0

— S,
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5.1. Integrales en R?

51.3. Areay volumen

Suponga que R es una regiéon en el plano xy y que ademas es de tipo 1, la cual estd dada por
la expresiéon
R={(z,y) eR*:a <z <bh gi(x) <y < goa)}

También, considere la funcién constante f(z,y) = 1, entonces se tendria que

// flz,y)dA = //1dA
R R

/b/gz(w)

Ja Jaw

b |y=gz2(x)

dx
b
- / (92(2) — 1 (2)) d.

1 dydx

y=g1(z)

De un curso de caclulo en una variable, se sabe que el resultado de esta tltima integral
unidimensional corresponde al area comprendida entre las graficas de las funciones continuas

g1(x) v go(x), y las rectas verticales x = a y © = b, resultado conocido como area entre curvas.

De forma similar ocurre si inicialmente la region plana R fuera de tipo 2, siendo

R:{(x,y)ER230§y§d> hl(y)Schhz(y)},

//R 1dA = /Cd (ha(y) — ha(y)) dy,

que determina el drea entre las graficas de las funciones continuas hi(y) y ha(y), v las rectas

obteniendo que

horizontales y = cy y = d.

Por lo tanto, el area de una regiéon plana R, puede calcularse por medio de la integral doble

ffo

esto permite escribir la definicién dada a continuacion.

Definicion 5.4 (Area de una regién plana) Sea R una regién plana de R2, ya sea de

tipo 1 o tipo 2, la cual es acotada y cerrada. El area de la regién R se puede calcular como
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Capitulo 5. Integrales Mltiples

la integral doble.

A= [ 1aa
R

Ejemplo 5.13 Calcule el drea de la regién limitada por las rectas y —x = 1, y — 2 = —1,
r+y=1lyz+y=2
Solucion:  Si se dibujan las cuatro rectas dadas con sus respectivas intersecciones se obtiene la

regién mostrada en la figura 5.22, la cual se dibujé como tipo 1 (también se pudo haber dibujado

como tipo 2).

y:—x+2\2
y=x+1
y=—x+13/2
1) i
=x—1
R, Y
1/2 R
1 /N 3 2
2 2

Figura 5.22: Regién de integraciéon R de tipo 1, con R = Ry U Ry U R3

De esta forma, la integral doble en el orden dydx que permite calcular el drea de R es

1/2 o+l 1 p—a+2 3/2 p—a+2
Ar = / / 1dyd1:—|—/ / 1dyd:c—|—/ / 1dydz
0 ) —z+1 1/2J—z41 1 a—1
1/2 1

:/ (g;+1)—(—x+1)da:+/ (—x+2)—(—z+1)dx

0 1/2

3/2
+ /1 (—x+2)—(x—1)dzx

1/2 1 3/2
= / 2z dx + dm+/ (=22 + 3) dx
0 1/2 1
z=1/2 —1

+x

3/2
=1.

+ (=% + 37)
xz=1/2

z=0 1

Por tanto, la region R tiene area igual a una unidad cuadrada.
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5.1. Integrales en R?

Ejemplo 5.14 Determine una integral doble en el orden dxdy que permita calcular el drea de
2

la regién acotada por las graficas de y = y de y = 2 — z, esto en el intervalo x € [—6, 2].

Solucion:  En este caso solo se debe plantear (no calcular) la integral doble en el orden dady

que permita hallar el area de la regiéon R acotada y cerrada, la cual se puede expresar mediante
el sistema
y = 2—x
si z € [—6,2].

x2—4

Yy = 1

Un dibujo de R vista como una regién de tipo 2 corresponde a la figura 5.23.

r=—-2yy+1

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

6

Figura 5.23: Region de integracién R de tipo 2, con R = R; U Ry

x°—4
De la pardbola y = — al despejar x se obtiene que z = ++/y + 1, de la cual el signo
negativo dibuja la parte izquierda y el signo positivo la parte derecha de dicha pardbola. Ademaés,
el recorrido completo para y es en el intervalo [—1, 8]. De esta forma, la integral doble que permite

calcular el area de la region R = R; U Ry en el orden dxdy es

0 r2VyF1 82—y
Ar = / / 1dxdy + / / 1dxdy.
—1J-2y+1 0 J—-2yy+1
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Capitulo 5. Integrales Mltiples
Ejemplo 5.15 Calcule el 4rea de la regién encerrada por las curvas 32 = 5y y? =1 — 4.

Solucion: Al igualar las dos funciones se concluye que la interseccién ocurre en el punto z = 8.

Ademas, si se considera la region R como tipo 2, un dibujo de dicha regién es el visualizado en
la figura 5.24.

- ) BN BN OB
Qo

Figura 5.24: Regién de integracion R de tipo 2

A partir de ello, el area de la regiéon R esta dada por

Ap = / / 1dA
R
2 y2+4
= // 1dzdy
—2 J 22
2

- /2(4—1/2)6@

3 y=2
- (w9

3 y=—2
32
-3

Ejemplo 5.16 Use una integral doble para mostrar que el &rea de un circulo de radio a es
A =ma’.
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5.1. Integrales en R?

Solucion:  Considere el circulo centrado en (0, 0) y de radio a dado por la igualdad 22 +72 = a2.

Solo se va tomar en cuenta una cuarta parte de dicho circulo, como lo muestra la figura 5.25.

—

Figura 5.25: Regiéon R que corresponde a la cuarta parte del cirulo 22 4 y? = a?

De la ecuacién del circulo se despeja y, obteniendo y = ++v/a? — 22, donde se toma el signo
positivo, ya que se necesita la parte de arriba del circulo. También, el recorrido de z ocurre en el
intervalo [0, a]. Asi, el area del circulo es

tn = 4 [ 144
R

a prvVa?—z?
= 4/ / 1 dydx
0 0

= 4/a\/a2—m2d:ﬂ.
0

Esta integral unidimencional se resuelve por medio de sustitucion trigonométrica, donde el

cambio de variable es © = asenf, entonces dr = acosfdf. Ademas, si xt = 0 = 0 = 0 y si
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r =a = 0= 3. De esta forma se tendria que

4Ap = %“mdz
= o[ acoso/E senapa
— 4/07r/2a2cos«9md0
= 4a? /(:/2 cos 0V cos? 0 df

/2
= 4a2/ cosf| cos §| do
0

/2
= 4a? cos>0df pues cosh >0 si 6€[0,7/2].
0

/2
0 2

1
= 24? (0 + 3 sen(29))

= 942.1
2

= wa’.

O0=m/2

0=0

Ejemplo 5.17 Muestre que el 4rea de la elipse 2—2 + Zl;’—j =1es A=mab.

Solucion:  Tome como referencia el ejemplo 5.16 resuelto anteriormente. En este sentido, solo

se va a considerar una cuarta parte de la elipse segin la figura 5.26.

Figura 5.26: Region R que corresponde a la cuarta parte de la elipse ‘é—; + z—z =1

De la ecuacién de la elipse se despeja y, obteniendo y = g\/ a? — 22, donde se toma el signo
positivo, ya que se necesita la parte de arriba de la elipse. Ademas, el recorrido de x ocurre en el
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5.1. Integrales en R?

intervalo [0, a]. Asi, el area de la elipse es

1AR = 4//1dA
R
a b fa2 2
= 4// 1 dydx
0 0

b a
= 4—/ va? —x?dx.
aJo
En este punto aplique la sustitucién trigonométrica x = asen@, entonces dr = acosfdb.

4Ap = 49/ Va2 — x2dx
aJo
/2
/ acosf/a? — (asenf)?df
/2
/ a?cos?0do

/2 1 )
_ 4ab/ Ls(e)dg
0

O0=m/2

Asi se tiene que

o

Definicion 5.5 (Volumen entre dos superficies) Sean f,g : R C R? — R dos funciones
continuas tales que f(x,y) > g(z,y) > 0 para todo (z,y) € R. Entonces, el volumen entre las
superficies z = f(x,y) y z = g(x,y) con (z,y) € R se puede calcular como la integral doble

Vo= [[ e, - otelas,
R
donde @ denota el sélido formado entre las dos superficies.

Observacion 5.3 De acuerdo con la definicién anterior, se debe tener presente que:
1. A la region R se le llama proyeccion del solido @) sobre el plano xy.

2. El volumen bajo la superficie z = f(x,y) con (z,y) € R se define como la integral doble

Vo= [[ femaa,

213



Capitulo 5. Integrales Mltiples

donde @ es el sélido formado entre la superficie z = f(z,y) y la regién R en el plano z =0
(equivalente al plano zy).

Ejemplo 5.18 Encuentre el volumen del sélido que yace bajo la superficie z = 1 + zy v sobre el
rectdngulo R = {(z,y) e R?: 0 <2 <2,0<y < 1}

Solucion:  Note que f(x,y) = 1+ xy > 0 para cada (x,y) € R = [0,2] x [0,1]. Entonces

Vo = [[ faas
= /02/01(1+xy)dydx
- /()Z(l—l—g)dx

= 3.

se tendria que

Por tanto, el volumen del sélido ) que yace bajo la superficie z = 1 4+ zy y sobre la regién
rectangular R es 3 unidades cibicas.

Ejemplo 5.19 Encuentre el volumen del tetraedro limitado por el plano l + % + £ —1con a,b
a c

y ¢ todos positivos y el plano z = 0 en el primer octante.

Solucion:  Una figura del tedraedro formado por L + % + £ —1 con a,b y c positivos y el
a c

plano z = 0 en el primer octante corresponde a la figura 5.27.

z

X

Figura 5.27: Tetraedro formado por el plano £ 4 ¥ 4 2 = 1 en el primer octante

2Por comodidad de notacién, el rectdngulo también se puede escribir como R = [0,2] x [0, 1].
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5.1. Integrales en R?

Del plano se obtiene que z =
denominado tetraedro, es

flz,y) =

c (1 - - %), entonces el volumen del sélido @,

VQ://Rf(x,y)dA://Rc(l—g—%> dA.

Para mayor simplicidad se va dibujar la region R en el plano zy (se obtiene del plano al hacer

z = 0), lo cual se muestra en la figura 5.28.

Figura 5.28: Region R = {(z,y) e R?: 0<2<q,0<y <b(1—-%)}

De esta forma, se tiene que

Vo =

Ejemplo 5.20 Plantee la integral doble que permite hallar el volumen del sélido @ limitado por

z=4—22—20%yz=2.

Solucion:

Primero note que el sélido es la interseccién del paraboloide eliptico z = 4 — 2% — 2y

2

con el plano z = 2. Ademads, la curva de interseccion viene dada por 2 = 4 — 22 — 2y%, que

corresponde a la elipse

2

— 4y =1.
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Dicha elipse esta sobre el plano z = 2, proyectada en el plano zy. Como segundo paso, se
procede a realizar el dibujo que representa el problema, el cual se muestra en la figura 5.29.

Figura 5.29: Sélido @ formado por la interseccién de las superficies z =4 — 22 — 2y? y 2 = 2

Tercero, tome f(z,y) = 4 — 2% — 2y* v g(z,y) = 2, asi, por la definicién 5.5, el volumen del
solido @) esta dado por la integral doble

Vo= [[ ) —stamiia= [[ ot =22 aa,

2
x
donde la proyeccién R corresponde a la regién limitada por la elipse — + y? = 1, de la cual, por

facilidad, solo se toma una cuarta parte. Asi se tiene que la integral doble buscada es

V2 %\/2—12
Vo = 4/ / (2 — 22 — 29?) dydz.
o Jo

No es parte del ejemplo, pero le queda al lector el calculo de la integral doble anterior, siendo
el resultado Vg = V27, El procedieminto puede ser tedioso y puede apoyarse en la sustituciéon
trigonométrica.
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5.1.4.  Cambio de variables en una integral doble

Teorema 5.4 Sea f: R C R? — R una funcién continua y R un conjunto cerrado y acotado
ysea h : R C R? — R una funcién biyectiva y continuamente diferenciable con h(u,v) =
(x(u,v),y(u,v)), entonces

//Rf(:c,y)dA—//R/f(x(u,v)w(u,v)w(u’wdA,’

P
donde J(u,v) = ( g;j g; >, denominada Matriz Jacobiana o Jacobiano.
ou v

Observacion 5.4 En relacién con el teorema 5.4 se tienen los siguientes puntos.

1. Cuando en una integral doble se hace un cambio de variable z = z(u,v) v y = y(u,v),
la regién de integracion R se debe cambiar por una nueva regién de integracién R’ la
cual se puede ver como una deformacién de la regién, por lo que se necesita un factor de
compensaciéon para corregir esta deformaciéon. Este factor es el determinante de la Matriz

Jacobiana, el cual siempre se toma positivo.

2. La nueva regién R’ se puede considerar como tipo 1 o tipo 2, en cuyo caso el dA’ se cambia
por dvdu o bien dudv, segiin corresponda.

3. En algunas ocasiones también se puede emplear la formula |J(u,v)| = , donde

ou ou
Jay)={ 5 3 |-

or Oy

L
|/ (z, y)|

1 2x
Ejemplo5.21 Calcule I = / / dydz empleando el cambio de variables x = u(1—v) y y = uv.
0 T
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Solucion:  Como primer paso, se procede a dibujar la regién de integracién R = {(z,y) € R?:

0 < z < Lz < y < 2z}, la cual se muestra en la figura 5.30.

1

Figura 5.30: Regién de integracion R

En segundo lugar, se procede a analizar las fronteras de la region R segun el cambio de

variable sugerido, esto con el fin de determinar R'.

= Si y =z, entonces

w = u(l—0o)
= 2uw—-—u = 0
= u2v—-1) = 0
1
= = ==,
U o v=g
= Sixz =1, entonces
u(l —v) 1
= u—uv—1 0
1
= wv=1—— obien u=
1—w

= Siy = 2z, entonces
w = 2u(l—wo)
= Juww—-2u = 0
= uBv—-2) = 0

= 0 2
u= o v=r.
3

218



5.1. Integrales en R?

Segtn los datos anteriores se tiene que R’ = {(u, v) € R%: % <v< %, 0<u< ﬁ} Como
tercer paso se dibuja la nueva regién de integracién R’, la cual se muestra en la figura 5.31.

2/3
1/2

Figura 5.31: Nueva region de integraciéon R’

Ahora, en cuarto lugar, se calcula el determinante del Jacobiano, esto es:

oz Ox
Oz Oz 1— —

\J(u,v)y:| gu ‘: R G R R —
% % v u

Como quinto y tdltimo paso, se procede a calcular la integral I segiin el cambio de variable

1 2x
I = // dydx
0 x

:/ |J (u,v)| dA’
R/
2/3 o

= / / u dudv
/2 Jo

SO |

' /
1/2
= ——dv
1/2 (1—-wv)?

sugerido.

DN — N

Ejemplo 5.22 Empleando transformaciones adecuadas, halle el drea de la regién limitada por

r—2y=42—-2y=0,z+y=4yzx+y=1
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Solucion:  De las rectas dadas se induce que el cambio de variable adecuado es u = . — 2y y

v = x + y. Luego, siguiendo el esquema de solucién del ejemplo anterior, en primer lugar un
dibujo de la regién R es el mostrado en la figura 5.32.

r—2y=20

x—2y =414

r+y=4

r+y=1

Figura 5.32: Regién de integracion R

Como segundo paso, se analiza las fronteras de R, esto es:
= Siz+y=1entonces v =1.
= Six+y =4 entonces v =4.
s Six— 2y =4 entonces u = 4.
= Six — 2y =0 entonces u = 0.

Con ello, se tendria que R = {(u,v) € R? : 0 <u <4,1 <v <4} =[0,4] x [1,4]. El tercer
paso es dibujar dicho rectangulo, el cual se muestra en la figura 5.33.

v
A

R/

> U

4

Figura 5.33: Nueva region de integraciéon R’
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1
En cuarto lugar, el determinante del Jacobiano se calcula con la formula |J(u,v)| = —| ek
T,y
donde ou 8
Ou  Ju 1 -2
J(:c,y)—' 2 o ‘— =3
5% 5 1 1

1
por tanto |J(u,v)| = 3" Finalmente, como quinto paso, se tendria que el area buscada es

Aw = [ 1aa
R

- / 1 (u, v)| dA
R/

1
= - 1dA’
1,

. s 1
Observacion 5.5 En el ejemplo 5.22 anterior, de no usar la formula |J(u,v)| = Tl para
T,y

calcular el determinante del Jacobiano, se debe despejar x e y en funciéon de u y v. Para ello se

T—2y = u
r+y = v’

U 1 0
v 0 1

considera el sistema

de donde se genera la matriz

1 -2
1 1

S5u—2v
3

—u+v :
3

Asi, = @ ey = %*“ y el determinante del Jacobinao viene dado por
oz Oz 5 _2 1
— | Ou Ov | — 3 3 | — =
|J (u,v)| = dy oy | T | _1 1 |T 3
ou  Ov 3 3

Ejemplo 5.23 Calcule I = / evirdA donde R es la regién limitada por los ejes coordenados
R
en el primer cuadrante y la recta x + y = 2. Use un cambio de variables adecuado.

Solucion:  Para calcular la integral doble I se va emplear el cambio de variable u =y — z y
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v =y + x. Primero, un dibujo de la region de integracion R es el mostrado en la figura 5.34.

r+1y=
R

2\

Figura 5.34: Regién de integracion R

Segundo, al analizar las fronteras de R de acuerdo con el cambio de variable, se tiene lo
siguiente.

= Si y =0, se obtiene que u = —x y v = x, entonces v = —u.
= Six+y =2, entonces v = 2.

= Sixz=0,esclaro que u =y y v =y, entonces v = u.
Entonces se concluye que R’ estd acotada por las rectas v = v, v = —u y v = 2. El tercer
paso es dibujar dicho region, el cual se muestra en la figura 5.35.

Figura 5.35: Nueva region de integracion R’
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Cuarto, el determinante del Jacobiano se obtiene mediante férmula |J(u,v)| =

donde
XINEE
|J<$7y)|: aﬁ ag = 1 1 = -2,
dz 8y
1 .
por tanto |J(u,v)| = —3 el cual se toma positvo.

Quinto, la integral I se calcula sobre la region R’, esto es:

I = //eii#idA
R

= // ev | J(u,v)|dA’
1 {2 [ .

= —// ev dudv
2 0 —v
I L

= 5/O vev

Observacion 5.6 En el ejemplo 5.23 anterior no es dificil obtener que

1

S (z, y)|"

—u+v u—+v
x = , Y= .
> YT
De hecho, con estos datos se analiza facilmente la frontera de R y se obtiene el determinante
Oz Oz
del Jacobiano con la formula |J(u,v)| = § %
u v

Ejemplo 5.24 Sea R el paralelogramo con vértices en los puntos A(,0), B(2x,7), C(7,27) v

D(0, 7). Empleando transformaciones adecuadas, calcule

I= //R(x —y)?sen®(z + y) dA.
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Solucion:  Seaw =2z —y y v = + vy, entonces se va calcular la integral I segiin este cambio

de variable. Primero, el dibujo® de la regiéon R estd dada en la figura 5.36.

C'(m, 2m)

r+y=3m
B(2m,m)

T—Yy=m

1
1
1
1
1
1

2

A(m,0)

Figura 5.36: Region de integraciéon R

Segundo, si se analizan las fronteras de R segun el cambio de variable, se tiene lo siguiente.
= Six —y=m, entonces u = 7.
= Si x4+ y = 3w, entonces v = 3.
s Six—y=—m, entonces u = —.
= Six+y=m, entonces v = 7.

Con ello se tiene que R’ = {(u,v) ER?: a<u<<mr<v< 37T} = [—m, ] x [7,3~7]. En los
ultimos pasos proceda a dibujar dicho rectangulo, obtenga el determinante del Jacobiano, el cual

es |J(u,v)| = 5 para posteriormente calcular la integral doble sobre la regién R’, como sigue.

I - //R(w—y)Zsen2(:E+y)dA

1
= —// u?sen®(v) dA’'
R/

2

1 T 37
= 5/ / u? sen?(v) dvdu
= /3.

Ejemplo 5.25 Suponga que R es la regién limitada por las curvas a2y = 1, zy = 3, 22 —y? =1

y 22 — 3% = 4. Determine I = / (902 + yg) dA aplicando un cambio de variables adecuado.
R

3Las férmulas para los segmentos AB, BC, CD y DA se obtienen mediante la ecuacién de la recta,

tomando la pendiente m = 2= y b =y —mz.
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5.1. Integrales en R?

Solucion:  Sea u = zy y v = 22 — y%. Aqui no hay necesidad de realizar el dibujo de R, pero

se observa que:

Si zy = 1, entonces u = 1.

Si xy = 3, entonces u = 3.
» Siz?— 9% =1, entonces v = 1.
= Siz? —y? =4, entonces v = 4.

Es claro que la nueva region es rectangular, dada por R’ = {(u, v)ER?:1<u<3,1<v< 4}

= [1, 3] x [1,4]. Para el determinante del Jacobiano se usa la férmula |J(u,v)| = Tl donde
T,y
du Ou
dr Oy y 2, .2
IJ(w,y)Iz‘ [ ‘z = —2(2® + ¢?),
—1

por tanto |J(u,v)| = , el cual se toma positivo. Con esto se tendria que

2(2? + y?)

I = //R(x2+y2)dA
= [+ P

1
- = A
I

1
— —Ap

WO~ o

Ejemplo 5.26 Aplique el cambio de variable x = \/v — u y y = u + v para calcular la integral

\/5 4—g? T
1= / / 5 dydzx.
0 2 ety

225



Capitulo 5. Integrales Mltiples

Solucion:  Observe que R = {(x,y) ER?:0<2<V2,22<y<4-— x2}, cuyo dibujo se muestra

en la figura 5.37.

4
v
V=1U
_ 2 T
y=x 2
Do :
y=4— 2>
5 i > U
/3 2
Figura 5.37: Regién de integracion de R Figura 5.38: Region de integracion R/

Para determinar la nueva regién R’ se analizan las fronteras de R segun el cambio de variable
sugerido, esto es:

» Siy =22 entonces u+v=(vv—u)>=u=0.
= Siz =0, entonces Vv —u=0=u=nv.
= Siy=4-—22 entoncesu+1):4—(\/u—u)2:>v:2.

Note que R’ estd acotada por las rectas u = 0, u = v y v = 2. De hecho, un dibujo de esta
nueva region de integracion se muestra en la 5.38. Para el determinante del Jacobiano se tiene

que
o or 1 1 _
|J(u,v)| =] o v | =] 2vome 2Vemu | = ——— el cual se toma positivo.
9u v 1 1 v—Uu

Observe que el integrando es , el cual se debe escribir en términos de u y v, esto es

2ty
r Nuv—u  Ju—u
24y v—ut+ut+v 2w
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5.1. Integrales en R?

Con ello, la integral I se calcula como

V2 4—x2 T
1 = dyd
/ /xz x2+y yax

_ ///V;rﬂ ; A

—u
_ 2 g
/R/QUd

2 vl
//—dudv
o Jo 2v
1

Ejemplo 5.27

Calcule la integral I = / / xy dA, donde R es la regién limitada por las curvas y? = 2pzx, y? =
R

2qx, v2 = 2ay y #? = 2by, con 0 < p < ¢y 0 < a < b, en el primer cuadrante, como lo muestra

1172

la figura 5.39, por medio del cambio de variable u = 32’,— yu= 70"
T Y

N

N\

Figura 5.39: Region de integraciéon R

2
Solucion:  Segtn la informacién dada, observe que R esta limitado por las curvas ‘g— =p,
x

2 2 2

x x

g =q, — o = =ay o = b. Al analizar las fronteras de R de acuerdo con el cambio de variable
Z Yy Y

sugerido, se concluye que la nueva regién de integraciéon R’ es un rectdngulo en el plano uwv, es

decir, R' = [p, q] X [a,b].
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1
Para el determinante del Jacobiano se usa la formula |J(u, v)| Ty donde
r,y
ou 0 —y? 2 2
()] = g_z g_Z = = 7—_1/2,%__&__%
’ v v T —x )
o oy T 2z% 2y Yy T 4
4 . , . .
por tanto |J(u,v)| = —3 el cual se toma positivo. Ademads, para el integrando de la integral I,
observe que?
2,2 2,2
y 2y 2z

De esta forma la integral I quedaria como

I = // xydA
R
= // duw - —clA’
= //uvdudv

=3q—p( a’).

Ejemplo 5.28 Sea I = // (senx 4 cosx) dA, donde R es la regién del primer cuadrante que

R
contiene al origen, limitada por las curvas y = cosz, y = senx y y = 0. Dibuje la regién R

y calcule I usando el cambio de variable u = cosz —y y v =senx — y.

Solucion:  El dibujo de R se muestra en la figura 5.40.

14 y =sinx

i Yy = COST

| e

T
2

Figura 5.40: Region de integracion R

40tra opcion es despejar v y en funcién de u y v, obteniendo z = 2Vu2v y y = 2vVuv2.
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5.1. Integrales en R?

Para proceder a analizar las fronteras de R segun el cambio de variable sugerido, note que
siu = cosx —yy v = senx —y, entonces cosr — u = senzx — v, de donde se deduce que
u—1v =cosx —senz. Con ello se tiene que:

= Si y = senz, entonces
U=COST—Ssenr = uU=u-—7v
= v=0.

Esto también es inmediato pues si v =senx — y y si y = senx, entonces v = (.
= Si y = cosz, de forma similar al anterior, se deduce que u = 0.

» Siy =0, entonces u = cosx y v = sen x, de donde se deduce que u? + v? = 1, siendo esto
un circulo centrado en el origen y de radio 1, en el plano uw.

De acuerdo con la informacién anterior, la nueva regiéon de integracion R’ estd acotada por las
rectas u = 0, v = 0 y el circulo u? 4+ v? = 1, cuyo dibujo se muestra en la figura 5.41.

11

R/

Figura 5.41: Nueva region de integracion R’

Para el determinante del Jacobiano note que

ou Ou
- 5 —senx —1
|J(z,y)| =] 2® % |= =senx + cosx
’ du dv cosz —1 '
or Oy

229



Capitulo 5. Integrales Mltiples

1
entonces |J(u,v)] = ———————. Finalmente, la integral I se calcula como
senx + cosx

I = //(senx—i—cosy)dA
R

1
= // senx + cosy - ——— dA’
R senx + cosw

Lo
- (1)2

e
pu— A Y p— p— —.
R 4 4

Ejemplo5.29 Sea P uno de los puntos de interseccién de las parabolas 32 = 64—16x, y? = dw-+4,
y sea R la regién limitada por la primera parabola, el eje x y el segmento OP, donde O es el

2

origen. Use el cambio de variables x = u? — v?, y = 2uwv, para calcular la integral

1
1:// L
R A/ 22+ y?

Solucion:  Para hallar el punto de interseccién P entre las parabolas y? = 64— 16z, y> = 4z +4,

se forma la ecuacidn:
64 — 16x = 4z + 4,

dando como respuesta x = 3, entonces y = £4. Tome P(3,4) (también se pudo haber tomado
P(3,—4)). Asi, un dibujo de la regién R de integracién corresponde a la figura 5.42

LN\
TN

Figura 5.42: Regién de integracion R.
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5.1. Integrales en R?
La ecuacién de la recta® que contiene el segmento OP es y = %m. El analisis de las fronteras
de R se muestran a continuacién.
= Siy =0, entonces 2uv =0, asiu =00 v = 0.

= Siy? =64 — 162, entonces

(2uv)? =64 — 16(u? — v?) = 4u® +u?v? — 4?2 - 16 =0
= du? +uPv? —4? - 16 =0
= u?(4+0?) —4(v?+4)=0
= (?+4)(u?>—-4)=0
= u?—2=0puesv?>+4#0
= u==2.

. 4
= Siy= 3% entonces

2uv = Z—;(uQ -0} = 202 —3uv—2u?=0
(2v+u)(v—2u)=0

v=—2% o0 v=12u.

=
= 2

Segin la informacién anterior y como R’ debe estar en el primer cuadrante, debe
estar limitado por las rectas v = 0, u = 2 y v = 2u. Su dibujo se muestra en la figura 5.43

,//' R/

> U

2

Figura 5.43: Nueva region de integracion R’

Y2—y1
To—T1

5Utilice las férmulas m = y y = b — mz, considerando los puntos O(0,0) y P(3,4).
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Capitulo 5. Integrales Mltiples

Para el determinante del Jacobiano se tiene que

or Oz

oL gL 2u —2v
J(u,v)| =] % | = = 4(u® + v?).
[7(,0) | —gz —gfj ‘ 2v 2u ( )

También, note que el integrando de [ es , donde

1
Va2 +y?2 = /(u? —v2)2 + (2uv)?

= Vul 4+ 2u0? + vt

= (u? 4 v2)2

= u? 402
Entonces, la integral I se calcula de la siguiente forma:

I =

1
——dA
//R VaZ +y?
1

_ 2 2 /
= ) A

o

= 4AR/
2.4

= 4.2 2 —16.
2

Ejemplo 5.30 Aplique el cambio de variables x = u+4uv, y = v+uwv, para determinar el valor de
1

I:/R Vie—y)?2+2@+y)+1
B(2,0) y C(2,2).

dA, en donde la region R es el tridngulo con vértices A(0,0),

Solucion:  Un dibujo de la regién R se muestra en la figura 5.44

y=x

2 C

R

A B
2

Figura 5.44: Region de integracion R
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5.1. Integrales en R?

Al analizar las fronteras de R segtn el cambio de variable sugerido, se tiene que

= Siy =0, entonces v+ uv = 0, de donde se deduce que v =00 u = —1.

. ) 2—u
s Six =2, entonces u +uv =2, asi v = )

u

» Siy =z, entonces v + uv = u + uv, es decir, v = u.

Como la nueva region de integracion R’ debe estar en el primer cuadrante, se obtiene que debe

—u
estar limitada por v =0, v = —— y v = u, cuyo dibujo se encuentra en la figura 5.45.
u

R/

Figura 5.45: Nueva region de integraciéon R’

También, para el determinante del Jacobiano se tiene que

or Oz
gL oL 1+v 14w

u<u,v>\—|2zj 25‘— P = ) ) w = L
ou v v
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1
Para el integrando de I, el cual es , observe que

Vie—y)?+2@+y)+1

VE—y)2+2@+y)+1 = V(u+uw —v—uw)?+2(u+uw+v+uw) + 1

= V(u—0)2+2u+4uv+20+1

= V24 2w+ +2u+20+1

= \/(u+v)2+2(u+v)+1
= (u+v+1)2
= u+ov+1.

Con toda la informacién anterior, la integral I se calcula como

b= //\/ZE— +2x—|—y)dA

— /
= //R,u—kv—i—l (u+v+1)dA

:// dudo

= 21n2——
2

Ejemplo 5.31 Usar el cambio de variables © = senzcosy y v = senxzseny para expresar

w/2 /2
I :/ / [sen x ddy
0 0 seny

como una integral doble definida que solo dependa de u y v.

la integral

Solucion:  Es claro que la regién de integracién R en el plano zy corresponde al cuadrado dado

por R = [O, 2] X [O, g] Al analizar las fronteras se tiene lo siguiente.

)

Siy = 0, entonces u = senz y v = 0, es decir, u? + v?> = sen?z. Como 0 < x < 5

se tiene que w? + 0?2 < 1.

s
Siz= 3 entonces, u = cosy y v = seny, de donde se deduce que u? +v% = 1.

. '/T . p
= Si z ==, entonces u = 0 y v = senx, es decir, u? + v? = sen® . Asi u? +v? < 1 pues

m
0<z < —.
_55_2

Siz =0, entonces u =0y v =0.
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5.1. Integrales en R?

De lo anterior se concluye que el nuevo dominio de integracién R’ estd limitado por el circulo
u? +v% =1 en el primer cuadrante. Ahora, para el determinante del Jacobiano note que

ou  du
eyl = | & ¥
ox Ox

COSx Cosy —senxseny

Cosx seny sen x cos Yy
= cosxrsenx COS2 Y+ cosrsenx sen2 Yy

= cosxrsenx.

1
Con ello se cumple que |J(u,v)] = ————. Luego, al multiplicar este resultado con
COS T Sen
integrando de I se tiene que

senx 1 sen? z 1
Seny CoSTsen T SeN T Seny COST Sen T

sen 1
\J/senrseny cosxsenx
1 1

Jsenzrseny cosx

Como u? +v? =sen?z = u? +v? = 1 — cos’z = cosz = /1 — u? — v2. Entonces, la integral
doble I definida solo en términos de u y v queda como

1 V1—v? 1
I = dudv.
/0 /0 Vovl —u? —o?

Ejemplo 5.32 Use el cambio de variable u =2y y v = Y para hallar el volumen del sélido
x
limitado por las superficies z =z +y, zy =1, 2y =2, y=z,y=2x, 2=0,conx >0y y > 0.
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Solucion:  Observe que el cuerpo sélido est4 limitado arriba por el plano z = x + y, sus caras

laterales por las superficies zy = 1, zy =2, y =z y y = 2z (z > 0y y > 0) e inferiormente por
el plano z = 0. Ademés, la proyeccién R corresponde a la region mostrada en la figura 5.46.

Figura 5.46: Region de integracion R

Asi, el volumen del s6lido, denotado por @, esta dado por la integral doble

VQ—//R(w+y—0)dA—//R(x+y)dA.

Considerando el cambio de variable dado y al analizar las fronteras de R, se tiene que:
= Sizy =1, entonces u = 1.
= Si zy = 2, entonces u = 2.
» Siy == %=1, entonces v = 1.
» Siy=22= % =2 entonces v = 2.

Es claro que la la nueva regién R’ corresponde a un cuadrado en el plano uv, esto es R’ =
[1,2] x [1,2]. Luego, el determinante del Jacobiano se calcula de la siguiente forma.

J(z,y) = ‘ S

|
I
8 =

Il
<
8
Il
DO
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5.1. Integrales en R?

1
= ——— = —. Luego, note que para hallar V5 se necesita despejar x e y
[J(z,y)| 20
en términos de u y v, obteniendo
u
x = \/j y Yy = Vuv.
v
De esta forma, el volumen buscado viene dado por

Vo = [[@ruia

por tanto |J(u,v)|

1 1 1 12 540
= §/R’ <_v3/2 + iz ) v dA
L (271 1 1
= /1 : (v3/2 + 1—/2) u'’? dudv

Observacion 5.7 En el ejemplo 5.32, para escribir y calcular la integral doble que determina
el volumen del sélido ) limitado por las superficies z =z +y, xy = 1, xy = 2, y = x, y = 2x,
z=0,conzx >0yy >0, sin el cambio de variable sugerido, se necesita primero hacer un
dibujo mas detallado del dominio de integracion R, mostrado las intersecciones de las graficas en
el plano zy. Este dibujo, visto como region de tipo 1, se muestra en la figura 5.47.

\ Yy = 2x
2
y=x
3 Ry R»
2
1 Y= —
1:1:
\y:—
x
V2/2 1 V2

Figura 5.47: Regién de integraciéon R vista como tipo 1
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Con este dibujo, es claro que la regién R es la unién de dos subregiones, es decir, R = R; U Ra,
donde

o B = {eyer:P<acilcy<n|
Ry = {(z,y) eR*:1<z<V20<y<?2}

Con esta informacion, la integral que calcula el volumen del sélido Q) es

Vo = [[(@+yaa
R
= // (x+v) dyd:c+// (x +vy) dydz
Rl 2/x
:/ / (x+y) dyda:Jr/ / (x + y) dydz
f/2

6 ? * 5
4 —+/2
= 3\/—, resultado que coincide con el ejemplo anterior.

5.1.4.1. Coordenadas polares

Un caso muy usado en la practica es el paso de coordenadas rectangulares a coordenadas
polares, descrito por el cambio de variables

= 0
{x reos , donde r >0y 0<6<2r.
y = rsenf

Es claro que 22 + 32 = r2. Ademas, el determinante del Jacobiano viene dado por

dz  Jz _
o) =| o | = cos —rsenf .
’ oy senf rcosf ’
or 00

entonces

/ f(x,y)dA:/ f(rcos,rsenf)rdrdd.
R R

Ejemplo 5.33 Use una integral doble y coordendas polares para mostrar que el drea de un

circulo de radio a es A = wa?.
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Solucion:  Note que corresponde al mismo ejemplo 5.16, la diferencia radica en que en este

caso solicitan el uso de coordenadas polares. 5.48.

T
2

R a
0\ )

3
2

Figura 5.48: Regién de integraciéon R en coordenadas polares

Segun la figura 5.48, y usando coordenadas polares, se tiene que 0 < r < ay 0 <0 < 27, asi
la integral doble que permite calcular el drea de la regién circular es

27 a
Ap = / / 1-rdrdf
0 0

27 2 =a
T
de

r=0

Il
S~

2

2 21
- “—/ df
2 0

SRS

Ejemplo 5.34 Usando una integral doble en coordenadas polares, halle el 4rea de la regién
limitada por el circulo (x — a)? +y? = a2, a > 0.
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Solucion:  La regiéon R limitada por el circulo (z — a)? + 42 = a2, (a > 0), se muestra en la

figura 5.49.

Figura 5.49: Region de integracion R

T T
Segun la figura 5.49 anterior, se tiene que —— < # < —, pero el radio r no se mantiene

[\

constante, pues estd variando. De hecho, su maximo valor es r = 2a, que ocurre cuando 6 = 0.
Puesto que r depende de la circunferencia (r — a)? + y? = a?, este se obtiene de la siguiente

forma:
(z—a)+y*=a*> = 22-2za+a®+y?=d?
= 22+y?—2za=0
= r2—2arcosf =0
= r(r—2acosf) =0
= r=0 o0 r=2acosb.
Asi se tllene qu < 2a cQ1 s 0. Con ello, la integral doble en coordenadas polares que
determina el area de la reglon circula

w/2 2a cos 0
Ar = / / 1-rdrdf
w/2J0
/-7r/2 r2 r=2acos 0
-7/2 2 r=0

df
w/2
= 2a2/ cos? 6.do

—7/2
w/2
_ g2 / 1+cos(20)
,71-/2 2
1 O0=m/2
= a*- <9 + = sen(29))
2 O=—m/2
(24 7)
2 2
2
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5.1. Integrales en R?

Ejemplo 5.35

Considere la integral I = / / e Y A,
R

1. Determine el valor de la integral I si R es el disco 2+ y2 < a?.
2. Determine el valor de la integral I si R = R?. Sugerencia: en la parte 1 anterior
de este ejemplo haga a — oo.
Solucién:

1. Dado la regién R es el disco 22 + y? < a?, se van a usar coordenas polares. Note que
0<60<2rmy0<r<a, entonces se tiene que

1= [[emraa
R

27 a )
= / re”" drdf

2. Usando la sugerencia se tiene que

1= [ e raa
R2

, 2 a2
= lim e TV dA
a—ro0 x2+y2§a2

= alggoﬁ(l—e )
1
= 7w lim (1——2)
a—o0 e
= 7w-(1-0)
.

1 T
Ejemplo 5.36 Plantee la integral I = / / (z® + yQ)% dydz, usando un cambio a coordenas
0o Jo

polares.

Solucion:  Primero se va realizar un dibujo de la regién de integracion R = {(z,y) € R? : 0 <

r < 1,0 <y <z}, el cual se muestra en la figura 5.50.
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Figura 5.50: Region de integracion R

s
En coordendas polares es claro que 0 < 0 < 1 Por otro lado, segin la figura 5.50, el radio
depende de la recta x = 1, entonces

1
cosf

rcosf=1=r= = secf.

Asi se tiene que 0 < r < sec@ y la integral I en coordenadas polares se plantea como

1 T .
I = / / (x2+y2)%dydx
o Jo

w/4 psech 5
= / (r*)2 rdrdf
0

0
w/4 psech
= / / rtdrdd.
0 0

Recuerde que tnicamente se debia plantear la integral I utilizando coordenadas polares, su

calculo no es necesario, sin embargo, si se desea determinar el valor de I, esta quedaria como

1 /4
R / sec® 0 df, cuyo calculo se hace primero obteniendo / sec 0 df por partes y luego, también
0

por partes, se halla [ sec®§df. Al final, una aproximacién numérica es I ~ 0,31359.

Ejemplo 5.37 Dibuje en el plano zy el dominio de integracién de

7 [l o
I :/ / f(r, 9)?“d7"d9+/ / f(r,@)rdrdd.
5 J2cosf 3 —2cos 6
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Solucion:  Se va pasar la integral I a coordenadas rectangulares, siendo I = I + I, donde

™ 1 27 1
L —/ / f(r,0)rdrdd y Iy = / ’ / f(r,0)r drdf.
5 2 cos 6 5 —2cos 6

T s
Para Iy, note que 3 << 5 y 2cosf < r <1, entonces:

V)

» Sir = 2cosf se obtiene 2% + y? = 2x, es decir, el circulo (z — 1)% + 32 = 1, centrado en
(1,0) y de radio 1.

» Si r = 1 se obtiene 22 + y> = 1, que corresponde a un circulo centrado en el origen
y de radio 1.

1
Observe que la intersecciéon de los dos circulos anteriores ocurre cuando x = 3 Ahora, para
T 2T
Iy, note que 5 << 5 y —2cosf < r <1, entonces:

» Sir = —2cosf se obtiene 2% + y? = —2z, es decir, el circulo (z +1)? +y? = 1, centrado en
(-1,0) y de radio 1.

» Sir =1 seobtiene 22 + y? = 1, que es el circulo centrado en el origen y de radio 1.

1
La interseccién de los dos circulos anteriores ocurre cuando x = ——. En relacién con toda la
informacién anterior, el dominio de integracion se procede a dibujar, la cual se aprecia en la figura
5.51.

Figura 5.51: Dominio de integraciéon R
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Ejemplo 5.38 Se define la regién R en el plano xy por r<6,0<6< 7w conrydlas
/22 L .2
coordenadas polares. Calcule la integral [ = / / Ty dA replanteando la

Va2 + 2 (r — 2?2 +y?)

integral en el orden dfdr.

Solucion:  Sea R’ laregién en el plano r descrita por R’ = {(6,r) € R2: 0 <0 < 7,0 <r <6},

mostrada en la figura 5.52.

Figura 5.52: Region de integracion R/

Si se desea integrar en el orden dfdr, note que la regién de integraciéon mostrada en la figura
anterior se puede escribir como R’ = {(,r) € R? :r <0 < 7,0 <7 < 7}, asf

I = // N dbdr
)
= // L d9ar
0o Jr T—T
_ / cosr(ﬂ_r)dr
o ™—T

= / cosrdr = 0.
0
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Observacion 5.8 No es parte del ejemplo 5.38 anterior, pero note que la regiéon R de integracién
en el plano xy dado por r < 0,0 <6 < 7 es

r=2~0

1

Figura 5.53: Region de integracion R

Ejemplo 5.39 Considere las superficies z = r? y z = 8 — 2.

1. Identifique ambas superficies, transformandolas a coordendas rectangulares y dibujandolas

en un mismo sistema.

2. Sea Q@ el sélido limitado arriba por z = r? y abajo por z = 8 — 2. Determine el volumen

de Q.

Solucion:

2 entonces z = 22 + /2, el cual corresponde a un paraboloide céncavo

1. Esclaroquesi z =r
hacia arriba, con vértice en el origen. De forma similar, si = = 8 — r2 se obtiene z =
8 — (z% + y?), el cual corresponde a un paraboloide céncavo hacia abajo, con vértice en
(0,0,8). El dibujo de ambas superficies y el sélido @ limitado por éstas se aprecia en la

figura 5.54.

Figura 5.54: Superficies z = 22 + y? y 2 = 8 — (22 + 9/?)
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2. Observe que la proyeccién del sélido @ en el plano zy es el circulo 22 + 3% < 4, asi la
integral doble que determina el volumen de () es

Vo = /0% /02[(8 — % —r)|rdrdd

27 2
= / / (8r — 2r3) drdf
o Jo

= 16m.

Ejemplo 5.40 Usando coordenadas polares, halle el volumen del sélido @ que esta limitado por
el paraboloide z = 22 + y? y el plano z = 9.

Solucion:  Primero, un dibujo del sélido @ se encuentra en la figura 5.55. Note que dicho

solido () proyecta la regién circular R = {(:U, y) €ER? 1 2? + 942 < 9}, entonces, al usar coordendas

polares se tiene que 0 < 0 <27y 0 < r < 3, asi

Vo = //}%(9—(w2+y2))d14

Figura 5.55: Cuerpo sélido @

Ejemplo 5.41 Usando coordenadas polares, halle el volumen del sélido limitado por 22 + (y —
12 =1lyaz?+9y*>+22=4.
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5.1. Integrales en R?

Solucion:  Sea @ el sélido limitado por la esfera 22 4 y% + 22 = 4 y el cilindro 22 4 (y — 1)? = 1.

Un dibujo de este solido se muestra en la figura 5.56.

=F

-
<
7

e
—\‘-?
—
=

7
\
\
=
R | S, el
:\"—_L:—k\jj
= A 4
S = Ly
4
L _
<
\
-
(]
<

7

Figura 5.56: Cuerpo sélido @

Dada la simetria del cuerpo sélido, por simplicidad solo se va considerar una cuarta parte de
éste, la que estd en el primer octante. Luego, de la esfera se tiene que z = v/4 — 22 — 2, entonces
el volumen del sélido @) se calcula mediante la integral

VQ—4// VA — 22— 2 —O)dA,

donde R es la mitad ubicada en el primer octante de la regién circular {(z,y) € R? : 22+ (y—1)2
1}, la cual se puede apreciar en la figura 5.57. Si se emplean coordenadas polares, se deduce que

s
0<0<—.
- T2

2+ (y—1)72=1

Figura 5.57: Region de integracion R
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Ademéas, dado que el radio 7 depende de la circunferencia 22 + (y — 1)? = 1, entonces

P2+ y—1)7%=1 = 22+y*-2y=0
= 72— 2rsenf =0
= r(r—2senf) =0
=

r=0 o0 r=2senf.

De esta forma se tendria que

Vo = 4//(\/4—x2—y2—0)dA
R
w/2 r2senf
= 4/ rv 4 —r2drdf
0 0

4 /2 r=2sen 6
— _5/0v (4 _ T2)3/2

df
32 w/2

= (1 —cos®6)dh
3 Jo

9 w/2 w/2
= 3— / 1d9—/ cos® 0 db
3 0 0

r=0

39 w/2 /2
= — / 1d9—/ (1 — sen” ) cos 0 d)
0 0

3

392 [ (6=n/2 1 0=m/2
= — |0 — (sen@— —sen36’)

3 | l6=0 3 6=0

16

5.1.4.2. Coordenadas polares generalizadas

Consiste en una generalizacion de las coordendas polares, por lo que el determinante del
Jacobiano puede variar segin el cambio que se halla hecho a las coordendas polares. Para

comprender mejor esto, observe los siguientes ejemplos.

2 2
Ejemplo 5.42 Seaa > b > 0, calcule I = // \/1— $—2 — ‘Z—Q dA, donde R es la region limitada
R a
2 2

por la elipse o) + i 1. Sugerencia: haga x = arcosf y y = brsenf.
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Solucion:  La idea de hacer el cambio de variables = arcosf y y = brsenf es deformar la

2 2
., .. . € ) .y .
region R limitada por la elipse — + i 1 en una nueva regién R’ que corresponde a un circulo
a

de radio 1 centrado en el polo®. En efecto, observe que si

2y (arcosf)?  (brsenf)?
2TE=t T T a po !
= 712cos?0 +1r?sen®f =1
= r=1

Ademas se tiene que 0 < # < 27. Para el determinante del Jacobiano, note que

o Oz .
J(r,0)] = o 00 | _ acosf —arsenf ~ abr
’ T bsen brcosf '
or 00

Con ello se tendria que la integral I se calcula como

22 g2
I = 11— — —5dA
JI V-5

27 1
= / / abrv/1 —r2drdf
o Jo

2mab
7

Ejemplo5.43 Usando coordenadas polares generalizadas, plantee una integral doble que determine
el volumen del sélido Q, limitado por 2% + (y — 1)2 =1y 2% + y? + 22 = 4.

Solucion:  Observe que es similar al ejemplo 5.41, la diferencia es que aqui solo se debe plantear

la integral (no calcularla) en coordenadas polares generalizadas. Ademés, el volumen del sélido
@ se calcula mediante la integral

VQ:2// V4 — 22 —y2dA,
R

donde R = {(z,y) € R? : 2% + (y — 1)*> < 1}. En este caso, la integral que calcula Vg estd
multiplicada por 2 ya que se considera la region R completa y no la mitad de esta,

5Recuerde que el polo es el origen en coordenadas polares.
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como se hizo en el a resolusién del ejemplo 5.41. De acuerdo con la regién R y el hecho que se
debe usar una generalizacién de las coordenadas polares, el cambio de variables que se utiliza es

x=rcosfy y=1+rsenf.

Entonces, la nueva region R’ corresponde a un circulo de radio 1 centrado en el polo. Por otro
lado, observe que |J(0,r)| = r. Con esto, se tiene que

Vo = 2//\/4—x2—y2dA
R

2w 1

= 2/ / ry/4 — (rcos)? — (1 +rsen )2 drdf
027r 01

= 2/ / /3 —r2 — 2rsen 6 drdo.
o Jo

Esta ultima integral no se debe calcular, pues el objetivo era solo plantearla. Es importante
mencionar qus su calculo puede ser complicado. Usando herramientas informaticas se llega a
concluir que un valor aproximado para Vj es

Vi ~ 9,644404 . . .,

16
que coincide con el valor numérico de 3(37T — 4), resultado del ejemplo 5.41.

Ejemplo 5.44 Considere el cambio de variables a coordenadas polares generalizadas dada por
x=arcos®d y y=brsen®f.

1. Muestre que |J(r,0)| = abarsen®t 0 cos®~1 6.

2. Use las coordenadas polares generalizadas # = ar cos?§ y y = brsen? § para plantear una
4 2 2
=+ h

en el primer cuadrante, con a, b, h v k constantes positivas. Ademads, determine el area.

integral doble que calcule el area de la regiéon R limitada por la curva (f + %)
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Solucion:

1. Observe que

Oz Oz

or 00
[J(r,0)] =

dy Oy

or 90

acos®® —aracos® ! fsend

bsen®f  brasen® ! 0cosé
= abarcos® ! Osen® 1 6 + abar cos® ! fsen®T1 0
= abarcos® ! fsen® ! O(cos? O + sen? 0)

= abarcos® ' fsen® 4.

T
2. Como es en el primer cuadrante se tiene que 0 < 4 < 5 Para el radio r, note que

(:c y>4 _ 2?2 N (ar cos?  br sen20)4 _ (ar cos? 6)? N (br sen? 0)?

"y TR @ 2 =
4 a’r?cos*  b?r?sen’
= r = 52 + 2
, a?costf  b*sentf
= r°= 72 =+ 2
1
a’cos’d  b?sentf)?
= r= 02 + 12 .

Ahora, segin la parte uno de este ejemplo, se tiene que
|J(r,0)| = 2abr cos O sen .
. . . . 4
Con ello, la integral doble que calcula el area de la region R limitada por la curva (f + %) =

2 2
72+ es

™ a2 4 b2 4 %
5 sy cos® 0+ 75 sen 0 b 2 b2
AR—Qab/OQ/O(h * ) rcosGsen@drdG—%(%—kﬁ).

Ejemplo 5.45 Aplique coordenadas polares generalizadas dadas por x = rcos?f y y = rsen?

para calcular la integral doble I = / / V1= (x+1y)?dA, donde la regién de integracion es
R
R={(z,y) eR?:0<2<1,0<y<1—a}

Solucion:  En coordenadas rectangulares la regién R estd dada en la figura 5.58.
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1

Figura 5.58: Regién de integraciéon R en coordenadas rectangulares

Ahora, note que 0 < 6 < g Para el radio r, observe que si y = 1 — x, entonces z +y = 1, es

decir, rcos? 0 + rsen® = 1, con lo cual r = 1, asi se infiere que 0 < r < 1. Para el determinante
del Jacobiano use la parte 1 del ejemplo 5.44, tomando a =b =1y a =2, con ello

|J(r,0)| = 2r cosfsend.

En relacién con la informacién anterior, la integral I quedaria como

1= [ V=GP aa
= /OW/2 /Ol(sen(‘)cos 9)(27‘@) drdf
1

g.
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Ejercicios

Ejercicio 154 Calcule la integral doble de la funcién f(z,y) sobre el rectdngulo R indicado,en
el supuesto que la integral exista.

( T,Y) = 1ene gy sobre el rectangulo 2. f(z,y) = wxseny — ye® sobre el
=[0,1] x [0,1]. rectangulo R = [—1,1] x [0, 7/2].

Ejercicio 155 Calcule el valor de las siguientes integrales dobles:

1 /“ /“ L dyd S P e
. — = ayax, 2. dzdy. 3. e’ dzdy.
0 Jzx \/1’2 +y2 /0 ~/y1/3 a8 v /0 /3y y

a € R.

12 2
1
Ejercicio 156 Considere la integral I = /12/ = :1:3 dzdy +/0 /\/g T2 dzdy.

Muestre que I = 21n9. Sugerencia: calcule I en el orden dydzx.

Ejercicio 157 Invierta su orden de integracion de las siguientes integrales dobles.

4o —z? 1 \/ﬁ
L. —7—/ / (z,y) dydx. 4. I:/ / f(x,y) dedy.
2z —x2 0 %
2. I = dydz. 2a (viaz
/ / fa.y) dydw D. I—/ / f(z,y) dydz,

V2az—x2

1-y donde a € R.
3]—// f(z,y) dedy.

. 1
Ejercicio 158 Calcule la integral doble I = / ————dA, donde R es el circulo de radio a,
] & RV2a—x

tangente a los ejes coordenados, en el primer cuadrante. Sugerencia: escriba la integral en el
orden dydzx.

z+3
4
Ejercicio 159 Muestre que 1 —/ / flz,y) dydx—f—/ / f(z,y)dydx = In <§>,

siendo f(z,y) =

. Sugerencia: escriba la integral en el orden dxdy.
By —y* — 3y32 + 1
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1 pad 3 B_Tx
Ejercicio 160 Muestre que I :/ / f(z,y) dydx —I—/ / flz,y)dydx =1,
0o Jo 1 Jo

siendo f(z,y) = Sugerencia: escriba la integral en el orden dzdy.

3—2y— Yy

Ejercicio 161 Considere la integral doble I = // f(z,y)dA, donde R es la regién del plano
R

2

ry acotada por abajo de y = sen(2z) y por arriba de y = 2° — Zx 4 — 4, y por las rectas x = 0

y = 5, como lo muestra la figura siguiente. Escriba la integral I en el orden dxdy.

Y
1

N/

Ejercicio 162 Considere la region R acotada por las curvas 22 + 4% = 9 y 3% — 2% = 1. Escriba
la integral doble, tanto en el orden de integracion dxdy como el orden dydx, que permita calcular

el drea de la region R.
Ejercicio 163 Plantee, tanto en el orden de integracién dydx como dxdy, la integral doble

que permita calcular el drea de la regién limitada por o2 + 4% = 4, 2?2 + 9% = 4o, 2 +y = 4

yy=0.
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Ejercicio 164 Sean las constantes a > 0y 0 < b < 5 y considere la region dada por R =
{(ac, y) € R?:0 <y <asen(b), ycot(b) <z < +/a? — y2}, segun se aprecia en la figura siguiente.
Escriba una integral doble I que permita calcular el area de R, tanto en en el orden dzdy y como

en el orden dydzx.

Ejercicio 165 En la siguiente grafica aparecen graficadas las curvas que corresponden a las
funciones y = % + sen (%) y %2 — 2 + 9% = 0. Plantee una integral doble en el orden dzdy que
permita calcular el drea bajo la primera curva y sobre la segunda, en el primer cuadrante, y
ubicada entre las rectas x = 0 y = = 4. Sugerencia: la regiéon R en el orden dzdy se componen

de un total de 5 subregiones.

Ejercicio 166 Sea la integral

An=[[ 14
R

que calcula el drea de una region R del primer cuadrante acotada por las curvas y = sen(wx),
y = 2sen(mz), r = % yx = %. Escriba Agr en el orden dxdy. Sugerencia: En total son 5

subregiones.
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Ejercicio 167 En la siguiente grafica se muestra la region sombreada R acotada por las curvas
(z —4)(y 4+ 4) = 24, 20z = 100 — y%, 2%+ ¢* = 100.

Determine una integral doble en el orden dydz que permita calcular el area de R.

Ejercicio 168 Use una integral doble para hallar el drea de la region R encerrada por z > y>—2y
vy <4—y2

Ejercicio 169 Mediante una integral doble en el orden dydx determine el volumen de la pirdmide
cuyos vértices son (0,0,0), (1,0,0), (1,1,0) y (0,0,1).

Ejercicio 170 Usando una integral doble en el orden dady calcule el volumen del sélido limitado
por las superficies z = 5 — 222, los planos coordenados y el plano 2z +y = 1.

c rbx
Ejercicio 171 Transforme la integral I = / / f(z,y) dydz, donde 0 < a < by ¢ > 0, usando
0 Jax

el cambio de variables u = x + y, uv = y.

Ejercicio 172 Considere la integral doble

1://1%( x—2y+y£)dA.

Si R es el interior del tridngulo con vértices (0,0), (4,0) y (4,2), calcule el valor de I usando el

cambio de variables x = 4u 4+ v, y = 2u.
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Ejercicio 173 Sea R la regién encerrada por las cuatro rectas y = —x + %, y=—z+1,y= x—%

y y = — 1. Sea la integral

1
e
R /72 — 12
1. Escriba la integral doble I tanto en el orden dxdy como dydzx.

2. Calcule el valor de I usando el cambio de variables z = (u+1)?+ (v+1)? yy = (u+1)* -
(v+1)2 donde u > —1y v > —1.

L 1+ e
Ejercicio 174 Considere la integral I = // —
: rRVY —€”

por —z <y<3—ux, e +1 <y <e¥+ 2. Determine el valor de I usando el cambio de variables

dA, donde R es la region del plano dada

uU=TrT+yYyuv=y—ezx.

Ejercicio 175 Utilice el cambio de variables u = 5z — 3y, v = 22 + 5y para calcular la integral

I= //(633+25)\/x2+5y+1d/1,
R

donde R es la regién en el primer cuadrante limitada por las curvas 5y = —a2 415, by = —x2 440,
or — 3y = 0, 5z — 3y = 15.

Ejercicio 176 Considere la integral doble I = // (x4 — y4) dA, donde R es la regién en el
R

primer cuadrante limitada por las curvas 22 — ¢y = 1, 22 —y? = 2, 2y = 1, 2y = 2. Utilice el

cambio de variables u = 2% — y?, v = 22y para determinar el valor de I.

2

Ejercicio 177 Considere la integral I = // T Cos <y " m2> dA con R la region del plano zy,
R yrx

ubicada en el primer octante, limitada por la pardbola y = 1 — 22 y las rectas ¢ = 0 y y = 0.

Determine el valor de I usando el cambio de variables

v — U U+ v
x= = :
2 VYT
L 2 P
Ejercicio 178 Determine el drea de la elipse — + 2= 1 mediante una integral doble y aplicando
a

el cambio de variables u = ax y v = bz.

x + y)e(x+y)2(zfy)2

V22 + 242

R = {(a:,y) ER?: 2?2 +42 <1,y < w} Sugerencia: use el cambio de variables u = z 4+ y y

dA donde

Ejercicio 179 Calcule el valor de la integral I://(
R

v=u1x —yy el resultado del ejercicio 182.
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Ejercicio 180 Escriba las siguientes integrales en coordenadas polares.

1. /Oa /Oa f(z,y) dydx.
/ / 2 4+ y? ) dydz.

/ f x,y)dA, donde R es la regién triangular limitado por las rectas y =z, y = —x y

/ / dydx

/ f (1:2 + y2) dA, donde R es el anillo circular 1 < 22 + 3% < 9.
R

Do

w

IN

ot

Ejercicio 181 Utilice coordenadas polares para calcular la integral doble

a pvVa2—x?
/ / In(2? + y* + 1) dydx
0 0

$2+y2
Ejercicio 182 Utilice coordenadas polares para mostrar que I = / / que—dA =0, donde
Ry 22+ y?

R={(z,y) eR*:2? +y*> <2,y >0}.

Ejercicio 183 Considere la integral

x
I—// arccos | ———— | dA,
R (\/:1:2+y2>

donde R est4 limitada por las curvas 22 +y? = 2, 22 + y?> = 4 y las rectas y = v y = 0. Use
coordenadas polares para calcular I.

Ejercicio 184 Use coordenadas polares para verificar que

2x+2y
I-// (x+y)e dA =0,
V(@ +y)? + (z —y)?

siendo R = {(z,y) e R? : 2 +y? < 1,y < z}.
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Ejercicio 185 Considere la curva <£C2 + y2)2 = 2a? (.CU2 — y2), llamada lemniscata de
Bernoulli, mostrada en la figura siguiente.

LN

Use una integral doble en coordenadas polares para determinar el drea que encierra esta curva.
Sugerencia: note que la lemniscata de Bernoulli es simétrica en relacién con los ejes coordenados.

Ejercicio 186 Use una integral doble en coordenadas polares para calcular el drea de la regién
limitada por la curva 22 + 4% = 2z, 22 + 9% = 4z y las rectas y = z, y = 0.

Ejercicio 187 Calcule el drea de la regién comprendida entre los circulos 22 +y? = ax, 22+ =
by, con a y b constantes positivas.

2 2
Ejercicio 188 Calcule el &4rea de la regién comprendida entre las elipses x_2 + 1;_2 =1
a
22 2
yb—2+¥:1,a>b>0.

Ejercicio 189 Considere el sélido @) que se encuentra dentro del paraboloide z = 1 — 22 — ¢2,
por encima del plano z = 0 y exterior al cilindro 22 — z 4+ y? = 0.

1. Escriba una integral doble en coordendas rectangulares que permita calcular el volumen
del sélido Q.

2. Calcule el volumen de () mediante una integral doble en coordenadas polares.
Sugerencia: Para su calculo, puede ayudar la igualdad de Wallis, mostrada en la observacion
6.22 de la pagina 389.

Ejercicio 190 Use una integral doble en coordendas polares para determinar el volumen del:

1. Sélido encerrado por las superficies x—; + % +2=12y 2?2+ 4%+ 22 = 25 con z > 0, cuando
(z,y) € {(z,y) e R? : 2 + y* < 16}.

2. Solido acotado por las superficies 22 +y? + z =21 y 22 +¢y* — 2 = =3,
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3. Sélido acotado por el interior de las esferas 22 + 3% + 22 =9y 22 + y? + 22 = 62.

Ejercicio 191 Usando integrales dobles en coordenadas polares, determine el volumen del “cono
de helado”, limitado superiormente por la semiesfera x? + 12 4 22 = 1, z > 0, e inferiormente por
el semicono 22 +y? — 22 =0, 2 > 0.

Ejercicio 192 Use coordenadas polares generalizadas para transformar las siguientes integrales
dobles.

2 2
/ f(z,y)dA, donde R esta limitada por la elipse ZZ + g1/_6 =1.

2\ 2
2. / f(z,y) dA, donde R estd limitada por la curva (1:2 + y_) = z%y.
R

3
y z? oy
/ / dA donde R estd limitada por las elipses — + 2o 1
a
4 —+ = 4b2 =1, en el primer cuadrante.
22 2
/ / xydA, donde R esta limitada por la ehpse —+ 5 i =1, en el primer cuadrante.

2 2
5. / Vry dA, donde R esta limitada por la curva (as_ + L
R

x .
= —= en el primer cuadrante.

2 3 V6
Para los siguientes ejercicios debe aplicar la teoria escrita a continuacién: suponga que una lamina
se puede representar mediante una region plana R, y que la densidad de dicha ldamina en un punto

(x,y) estd dada por la funcién continua z = f(z,y) (llamada funcién densidad), se define:
1. La masa total M de la ldmina R como M = // f(z,y)dA.
R

2. Los momentos de la lamina R respecto al eje = y al eje y como las integrales dobles

M, = // yf(z,y)dAy M, = // xf(z,y)dA, de forma respectiva.
R R

3. El centro de masa (o centro de gravedad) de la 1dmina R como las coordendas (Z,7), donde
M,
T=—2yy=—.Sila funcién densidad z = f(x,y) de la lAmina R es constante, el
centro de masa recibe el nombre de centroide. Es importante mencionar que el centro de
masa de una ldmina plana es el punto donde el balanceo de la lamina estd en perfecto

equilibrio.

4. El momento de inercia (también llamado segundo momento) de la ldmina R respecto

al eje z y al eje y como I, = // v f(z,y)dAy I, = // 22 f(z,y) dA, de forma respectiva.
R R
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5. El momento polar de inercia de la ldmina R como Ioz// (2% + ) f(z,y) dA.
R
Es claro que Iy = I, + I,,.

Ejercicio 193 Sea R una ldmina triangular con vértices en (1,0), (1,1) y (0,1), de modo que
su densidad en cualquier punto (z,y) es f(z,y) = zy. Halle su masa total.

2

Ejercicio 194 Determine la masa de la ldmina plana limitada por las curvas x = y?> — 1y

x = 2(y? — 1), cuya densidad es igual a la unidad.

Ejercicio 195 Halle la masa de la ldmina plana suponiendo que se encuentra acotada por las

curvas y = —x2 — 6z +4 y y = 2|z — 2|, cuya densidad varfa de acuerdo con la funcién f(z,y) =
1 4 2z. Luego determine su centro de masa.

Ejercicio 196 Determine el centro de masa de una ldmina triangular R con vértices en los puntos
(0,0), (1,0) y (0,2), si la funcién densidad es f(x,y) =1+ 3z + y.

Ejercicio 197 Sea R una lamina limitada por la parédbla z = y? y la recta y = x — 2. Halle su
masa total y su centroide suponiendo que la funcién densidad es f(x,y) = 3.

Ejercicio 198 Una lamina ocupa la region limitada por la recta y = x + 2 y la pardbola y = 2.
Si f(z,y) = ka?, k constante y positivo, encuentre la masa y el centroide de esta lamina.

3

Ejercicio 199 Suponga que una ldmina R ocupa la regién limitada por y = b 1 — T en el
] ponga ¢ p g por y 3
a

primer cuadrante. Encuentre el centroide de esta lamina.

Ejercicio 200 Calcular la posicién del centro de masas de la ldmina R ubicada en el primer

b b,

cuadrante, y limitada por las curvas y = —z y y = — 7, suponiendo que su masa esta unifor-

memente distribuida, es decir, la funciéon densidad es constante.
Ejercicio 201 Halle el centroide (para cada uno debe suponer que la funcién densidad
es f(z,y) =k, k es una constante) de las ldminas representadas por las siguientes regiones:

1. Un tridngulo isésceles de base b y altura h.

2. Figura acotada por y = 22 y y = 5z — 6.

3. Figura acotada por y = 2% — 2 con z > 0.
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Ejercicio 202 Suponga que la funcién densidad en cualquier punto sobre una ldmina semicircular
de radio a es proporcional a la distancia del punto al centro del circulo. Encuentre el centro
de masa de la ldmina. Sugerencia: observe que la funcién densidad tiene la forma f(z,y) =

k+/x2 + 12, donde k es una constante.

Ejercicio 203 Una lamina ocupa la parte del disco 22 + 32 < 1 en el primer cuadrante. Halle
su centro de masa, si la densidad en cualquier punto es proporcional a su distancia al eje x.

Ejercicio 204 Una ldmina tiene la forma de la regién R del plano xy acotado por las graficas
= y? y x = 4. Suponga que la densidad en el punto (z,y) es directamente proporcional a la
distancia del eje y. Calcule la masa de la lamina.

Ejercicio 205 Considere la lamina R = {(m, Y)eER?:0<r<a, 0<y< a}. Halle el momento
de inercia respecto al eje x suponiendo que la funciéon densidad es constante.

Ejercicio 206 Determine los momentos de inercia I, I, y Iy de una ldmina circular de radio a

y centro en el origen, suponiendo que la densidad en todo punto de la ldmina es constante.

Ejercicio 207 Una ldmina R con densidad constante ocupa un cuadrado con vértices (0,0),
(a,0), (a,a) y (0,a). Halle los momentos de iniercia I, y I,.

Ejercicio 208 Calcular el momento de inercia con respecto al eje z de la ldmina plana R situada
en el primer cuadrante, acotada por las curvas y? = z, y? = 2z, 22 = y, 2 = 3y, si la densidad
en cada punto de la regién es f(z,y) = z3y. Sugerencia: use un cambio de variable adecuado
para calcular la integral doble.

Ejercicio 209 Unaldmina delgada con densidad constante ¢ estd limitada por dos circunferencias
concéntricas de radios a y b y centro en el origen, siendo 0 < b < a. Calcule la masa total y el

momento polar de inercia.
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5.2. Integracion en R’

5.2.1. Integrales triples sobre paralelepipedos rectangulares cerrados

Definicion 5.6 (Paralelepipedos rectangulares cerrados en R?) En R? se define un parale-
lepipedo rectangular cerrado como el producto cartesiano de tres intervalos cerrados de R. La

region que acota ese paralelepipedo rectangular cerrado se denota con @), es decir,
Q =0t x [e;d] x e, f] = {(,1,2) €R® 1 a< s <bh c<y<de<z<f}

y se llamara caja rectangular cerrada en el espacio, o simplemente, caja rectangular, como lo
muestra la figura 5.59.

Figura 5.59: Caja rectangular

Definicion 5.7 (Integral triple sobre cajas rectangulares) Sea Q = [a, b] X [c, d] x [e, f] una
caja rectangular y sea f : Q C R?® — R una funcién continua y acotada sobre @, la expresién

I—///Qf(:r,y,z)dv

se llama integral triple sobre la caja rectangular @), y se calcula haciendo

I:///Qf(m,y,z)dV:/ef (/cd/abf(x,y,z)dmdy>dz.
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De forma analoga se define la integral triple para los 6rdenes dzdzdy, dydxdz, dydzdz, dzdxdy
v dzdydz. En particular

I:///Qf(x,y,z)dV:/cd(/ab/eff(m,y,z)dzdx)dy.

Observacion 5.9 Por comodidad de notacién, en vez de escribir

/ef </Cd/abf($,y,z)dxdy) dx
/ef /cd/abf(‘”’yaz) dxdydz,

la cual se llama integral triple iterada en el orden dzdydz. Esta notaciéon se utiliza para los deméas

se escribe

cinco 6rdenenes de integracion.

Teorema 5.5 (Teorema de Fubini) Sea Q = [a,b] X [c,d] X [e, f] una caja rectangular
y sea f:@Q C R® — R una funcién continua y acotada sobre @, entonces

1= ][] reunav

de b d rf b

- / / / f(ac,y,z)d:cdydz—/ / / f(z,y, z)dxdzdy
ef cb ad cd ef ad

= [ [ ] twadtsiz= [ [ [ sz dyazas
ed ab cf cb ed cf

= / / / f(x,y,z)dzdxdy:/ / / f(z,y,2) dzdydx.

Es decir, el valor de la integral triple I es el mismo para cualquier orden de integracion.

Ejemplo 5.46 Determine el valor numérico de I = / / / 22yzdV donde la caja rectangular es
Q
Q= [_171} X [Ov 1} X [275}
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Solucion:  Por el teorema 5.5 se puede usar cualquier orden de integracién, en particular se va

I = /// 22yz dV
AT
= / //xzyzdzdydx
-1Jo J2
1 121
= / / 2%y dydx
1Jo 2

1
21
= / =2 dx
1 4

usar el orden dzdydx. Asi,

5.2.2. Integrales triples sobre solidos mas generales

Definicion 5.8 (Integral triple sobre un sélido de tipo 1) Un sélido @) se denomina sélido
de tipo 1si Q = {(7,9,2) € R3: (z,y) € R, q1(x,y) < 2 < ga(z,y)}, como lo muestra la figura
5.60.

Figura 5.60: Sélido de tipo 1

Ademés, sea f : Q C R?® — R una funcién continua y acotada sobre Q, la integral de f sobre
@ se puede calcular como

///Qf(x,y,z)dV://R/glg::j)f(x,y,z)dsz.
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En este caso para el dA y segin la region R sobre el plano xy, se puede cambiar por dzdy o
bien dydz. A la regién R se le suele llamar proyeccion del sélido Q sobre el plano zy y se puede
escribir R, .

Definicion 5.9 (Integral triple sobre un sélido de tipo 2) Un sélido @ se denomina sélido
de tipo 2si Q = {(z,y,2) € R?: (z,2) € R, hi(z,2) <y < ha(w, 2)}, como lo muestra la figura
5.61.

Figura 5.61: Solido de tipo 2

Ademds, sea f : Q C R?* — R una funcién continua y acotada sobre @, la integral de f sobre
@ se puede calcular como

///Qf(oc,y,z)dV—//R/::Z:)f(x,y,z)dyd,q.

En este caso para el dA y segin la regiéon R sobre el plano zz, se puede cambiar por drdz o
bien dzdx. A la regién R se le suele llamar proyeccion del sélido ) sobre el plano zz y se puede
escribir R, .

Definicion 5.10 (Integral triple sobre un sélido de tipo 3) Un sélido @ se denomina sélido
de tipo 3si Q = {(z,y,2) €R?: (y,2) € R, k1(y,2) < 2 < ka(y,2)}, como lo muestra la figura
5.62.
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Figura 5.62: Sélido de tipo 3

Ademds, sea f : Q C R?* — R una funcién continua y acotada sobre Q, la integral de f sobre
() se puede calcular como

///Qf(x,y,z)dv://R/:::)f(x,y,z)ddi.

En este caso para el dA y segun la regién R sobre el plano yz, se puede cambiar por dydz o
bien dzdy. A la regién R se le suele llamar proyeccion del sélido @) sobre el plano yz y se puede
escribir R,,.

Ejemplo 5.47 Exprese I = /// f(x,y,z)dV como una integral iterada en el orden dzdydx,
Q

para el sélido () en el primer octante, acotado por los planos coordenados y las superficies
2—2::02%—3’4—2}71:2%—1/2:1.

Solucion:  Primero observe que un dibujo del sélido @ se muestra en las figuras 5.63.

X
2\\\‘ 4_,/’/
z—2:x2+y— NG WA
4 4
2 2 _ s iE
4y =1 =R
1 1 y

Figura 5.63: Sélido @
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Luego, en el orden dzdydx (sélido de tipo 1) la proyeccién R del sélido @ sobre el plano zy
estd dada por la cuarta parte del circulo 2% + y? = 1, es decir, R = {(2,y) e R?: 0 <2 < 1,0 <
y < V1 — 22} como lo muestra la figura 5.64.

—

x2_|_y2:1

r \=y=Vv1-a

1

Figura 5.64: Proyeccion del sélido @ sobre el plano zy

Ademas, observe que @ esta acotado inferiormente por el plano z = 0 y superiormente por el

y? y?

paraboloide z = z? + T + 2, es decir, 0 < z < 2?2 + T + 2, con ello se tiene que

1 pv/1—2? m2+%+2
I= / / / f(z,y, 2) dzdydzx.
0o Jo 0

V1—z22

1 1
Ejemplo 5.48 Considere la integral I = / / / f(x,y, z) dzdydz. Escriba I en el
—1JvT=2? J /22 4y?

orden dydxdz.

Solucion:  Note que el sélido @ corresponde al cono z = y/22 + 42, con 0 < z < 1. Un dibujo

de este solido y su proyeccién en el plano xz se aprecian en la figura 5.65.

[ R T
Y
8

L R R

Figura 5.65: Sélido @ y su proyeccion en el plano xz
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Ahora, para escribir I en el orden dydzdz (sélido de tipo 2), y de acuerdo con la figura 5.65,
seaprecia que 0 < 2 <1, —2<z<zyvz2—122<y<—v22—22 con ello

1 pz Vz2—z?
I = / / / f(x,y,2) dydzdz
0 J—2zJ—V22—22

Ejemplo 5.49 Cambie el orden de integracién de
3y

6 p4—22 p3-Z_
I =/ / / f(z,y, 2) dzdydz,
0 Jo 0

a una integral con el orden dydxdz.

Solucion: A partir de la integral triple I se deduce que el sélido @ esté limitado por los

planos coordenados en el primero octante y ademés que esta acotado superiormente por el plano

z2=3- g — Zy, es decir, corresponde a un tetraedro (ver figura 5.66). Para cambiar [ al orden

Ll

Figura 5.66: Tetraedro () con sus proyecciones en en plano xy y xz

dydxdz, note que la proyeccién sobre el plano Tz corresponde
al triangulo mostrado en la figura 5.67.
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i

6

Figura 5.67: Proyeccion de @ sobre el plano zz

4 2
También note que el sélido () esta acotado desde y = 0 hasta y =4 — ?z — ;, por lo que la
integral I en el orden dydxdz es

S

1 1 224y

Ejemplo 5.50 Considere la integral triple I:/ / / f(z,y, z) dzdydzx. Escriba [
o Jo Jo

en el orden dydzdx y en el orden dxdydz.

4z 2
4 3

’ f(z,y, z) dydzdz.

Solucion:  Primero, un dibujo del sélido @ se muestra en la figura 5.68.

Figura 5.68: Sélido @

Ademsés, note que si x = 1y y = 1, entonces en el paraboloide se tiene que z = 12 4 12 = 2,
de donde se obtiene el punto (1,1, 2), mostrado en la figura anterior.
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Luego, Para escribir I en los o6rdenes dydzdx y dxdydz, se necesitan las proyecciones de ()
tanto en el plano xz con en el plano yz, los cuales se muestran en las figuras 5.69 y 5.70, de forma
respectiva. Con ello, para el orden dydzdx note que el solido () estd acotado desde el plano y = 0

1 222 pl
I:/ / / f(z,y, z) dydzdzx.
o Jo 0

hasta el plano y = 1, asi

1 > 1 Y

Figura 5.69: Proyeccion de @ sobre el plano zz  Figura 5.70: Proyeccién de @ sobre el plano yz

De forma anéloga, en el orden dxdydz observe que el sélido @) esta limitado por el plano x = 0

I= /02 /\;7/01 flx,y, 2) dedydz.

Ejemplo 5.51 Considere la integral triple

T T T
I —/ / / sen(zy) dydxdz.
o Jyvz Jo

1. Dibuje el sélido @ sobre el cual se esta integrando.

y el plano x = 1, entonces

2. Escriba la integral I en el orden de integracion dydzdz y luego proceda a calcular dicha

integral en este nuevo orden.
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Solucion:

1. Observe que el sélido @ estd formado por el cilindro generalizado * = /z = 2% = z,
cortado por los planos z = 7, © = /m, y = 0 y y = z. Su dibujo se puede apreciar en la
figura 5.71.

Figura 5.71: Sélido @

2. En el orden dydzdx la proyeccion del sélido @ se debe visualizar sobre el plano xzz,
asisetienequeO§x§\/7_r,0§z§$2y0§y§:1:,conello

VT opz? pz
I:/ / / sen(xy) dydzdz.
o Jo Jo

Posteriormente su calculo se hace de la siguiente forma:

vt g
I = —/ / — cos(zy)
0 o 7T 0

VTt g
= —/ / —(cos(2?) — 1) dzdx
x
0 70
= —/ z(cos(z?) — 1) dx, sea u = 2 = du = 2xdx.
0

_ —%/OW(COS(U) 1) du

dzdx

y=x
y:

| X
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5.2.3. Volumen

Definicion 5.11 (Volumen) Sea @ un sélido, se define el volumen de dicho sélido como

VQ:///QldV.

Ejemplo 5.52 Determine una integral triple iterada que permita calcular el volumen del sélido
2

acotado por las superfices z = 22 +3y? y 2 = 12 — 3

Solucion:  Un dibujo aproximado de Q se muestra en la figura 5.72.

Figura 5.72: Sélido @ y su proyeccion en el plano xy

La integral solicitada se va a realizar en el orden dzdydz (sélido de tipo 1). Luego, la

proyeccién R del sélido @ es la curva de interseccion entre el paraboloide z = 22 + 332 y el
3

x
cilindro generalizado z = 12 — 3 esto es

Pagl=12-2 =2 4

2 2 y_2:1
3 9 4 ’

la cual corresponde a una elipse. Para mayor facilidad solo se considerara la cuarta parte de R que
corresponde al primer octante. Note ademas que @) esta acotado inferiormente por el paraboloide
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3
x
z = 22 + 3y? y superiormente por el cilindro generalizado z = 12 — ——, asi una integral triple

iterada en el orden dzdydx que permita calcular el volumen del sélido () es

3 ,2y0-a? pl2-2
Vo = 4/ / / 1dzdydz,
0 Jo x24-3y?

lo que resuelve lo solicitado en el ejemplo. El lector puede verificar que Vg = 7.

Ejemplo 5.53 Realice un dibujo del sélido @ acotado por las superficies z = 322, 2 = 4 — 22,
y =0y z+y=06. Ademés, use una integral triple iterada para determinar el valor de Vj.

Solucion:  El dibujo del sélido @ se muestra en la figura 5.73.

4] ST
amet ] N AT
liz,w S e
wr lﬂ'ﬁp” N T e v
IS e Rt

"‘g‘, SR z: — 2
’%ﬂ%pp{%%%gmy&\\\ 4

K
m ?

5

5

A

1 - =P
-
SR Y

Figura 5.73: Solido @

Ahora, para el volumen de @, la integral triple iterada se va plantear en el orden dydzdz. Con
ello, la proyecion R del sélido @) esta sobre el plano xz, donde es claro que

R:{(x,z)ERQ:—1§m§1,3x2§z§4—x2}.

Ademas, observe que el solido ) esta acotado por el plano y = 0 y el plano y = 6 — z,

con esta informacién se tiene que

1 pd—2% (p6—2
Vo = / / / 1dydzdz.
—1J 322 0
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304
15

5.2.4.  Cambio de variables en una integral triple

Luego se verifica que Vg =

Teorema 5.6 Sea f : Q € R?> — R una funcién continua y ¢ un conjunto cerrado
y acotado y sea h : Q' C R® — Q una funcién biyectiva y continuamente diferenciable con

h(u, v, w) = (x(u,v,w), y(u, v, w), z(u,v,w)), entonces

///Q f(z,y,2)dV = // A Fl(u, v, w), y(u, v, w), 2(u, v, w))]J (w, v, w)| dV,

9z OJz Oz
ou OJv Ow
donde J(u,v,w) = | % 2% 9 | denominada Matriz Jacobiana o Jacobiano.
’ Ju Ov Ow
9z 9z 0z
ou Ov Ow

Observacion 5.10 En relacién con el teorema 5.6 se debe tener presente que:

1
1. En ciertas ocasiones se facilita el trabajo si se emplea la formula |J(u, v, w)| = ——,
[/ (z, y,2)]

u  Qu  Ou

or Oy 0z

— ov  Ov v

donde J(z,y,2) = | 3% 5 &
ow  dw  dw

ox Oy Oz

2. El determinante de la Matriz Jacobiana se tomara positivo.

Ejemplo 5.594 Evalte

3.4 541 f90
I :/ / / < S + E) dxdydz,
0 Jo Ju 2 3

2z —
aplicando la transformacién u = y’ v = 4 yw =
2 2
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Solucion:  Primero, note que @ es el sélido limitado por los planos = = Lr=%+19y=0,

y =4, 2=0y 2z =3, segin lo muestra la figura 5.74. Por otro lado, al despejar z, y y z en
términos de u, v y w queda
r=u+v,y=2v y z=3w.

IS

P Yy

Figura 5.74: Sélido @

Ahora se procede a analizar las fronteras de sélido () segtin el cambio de variables dado,
esto es:

] Six:%,entoncesu+v:v:>u:0.

] Si:c:%+1,entoncesu+vzv+1:>u:1.
= Si y =0 entonces v = 0.
= Si y =4 entonces v = 2.
= Si z =0 entonces w = 0.

= Siz =3 entonces w = 1.
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Segin la informacién anterior el sélido )’ es una caja rectangular dada por
Q ={(u,v,w) eR*:0<u<1,0<v<20<w< 1},

Luego, para el determinante del Jacobiano se tiene que

oz Oz Oz 11 0
ou v Ow

|J(uv,w)| = | 9% Sv 109 2 0|=1-2-3=6
i E| oo

De esta forma se tiene que

I::/Xé<%;y+§>m/
_ /X/ﬁ@kumdw
= 6/01/02/01(u+w) dudvdw
- 12

Ejemplo 5.55 Considere la integral

2
-l
Q xXr

donde @ es la region en el primer octante, que se encuentra bajo el plano x + y + 2z = 2

y directamente arriba del trapecio en el plano xy limitado por las rectas x +y =1, x +y = 2,

y=0yy=nux,

1. Realice el dibujo de @

v vw
2. Considere el cambio de variables ©t = ——, y = y z = u — v y proceda a dibujar
) 14+w 1+w
Q'

3. Calcule I segun el cambio de variables sugerido.
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Solucion:  Para dibujar Q, primero se observa que el trapecio en el plano zy corresponde

al mostrado en la figura 5.75.

(NN I R

r+y=1 rry=2

Figura 5.75: Trapecio sobre el plano zy acotado por x +y=1, 2 4+y=2,y=0yy==x

Luego, considere los puntos A(1,0), B(2,0), C(1,1) y D (%, %), los cuales se evaluan en el

plano = + y + z = 2 y asi se obtiene el valor de z, correspondiente a la altura del sélido ). Con
ello, dicho sélido se muestra en la figura 5.76.

o
—

Figura 5.76: Solido @

Con el fin de dibujar @’, se hace un estudio de las fronteras de @) de acuerdo con el cambio de
variables sugerido.
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» Six+y+ 2z =2, entonces + e +u—v =2, lo que a su vez implica que u = 2
1+w 1+w
(w# —1)".
. vw
= Six+y =1, entonces + =1, conellov=1.
14w 1+w

Analogamente al anterior, si x 4+ y = 2, entonces v = 2 (w # —1).
vw

+w:1+w
w =1 (v =0 se descarta ya que 1 < v < 2).

Si y = x, entonces = v(1 —w) =0, de donde se obtiene solamente que

Si y = 0, entonces

=0 = vw = 0, de donde se tiene que w = 0.
+ w

= Si z =0, entonces u — v = 0,es decir, u = v.

En resumen, el nuevo solido @’ estd limitado por los planos v = v, v = 1, v = 2, w = 0

y w = 1, cuyo dibujo se muestra en la figura 5.77.

U

Figura 5.77: Sélido @’

Para determinar el valor de I, de la parte del andlisis de las fronteras de ) segin el cambio de
variables dado, se deduce que u =z + y + 2z y v = x 4+ y. Aunque no hay necesidad de hacerlo,

"En los demds caso se supondré que w # —1.
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también se puede obtener w en términos de z e y, para ello note que si

o ww
v = 14w
= Yy = vw—yw
- ow = Y

v—=Y
> w = 7
x

1

dxr 9z Oz 0 — v
—| %y 9%y Oy | _ _w v =
‘J(U,, v, U))’ | Ou Ov Ow | 0 T+w  (I4+w)? | (1 + w)2 '
9z 0z D= 1 -1 0
du Ov Ow -

Antes de proceder a calcular I, su integrando queda como

2

Ty +y
5 = Y5 @ty
ww (1+w)3
T 1+w 8
w(l + w)?

v

Finalmente, el valor de la I se calcula como

- e
- ///( )
_ /O/I/deudvdw

= 1/4.
2 2 2 2 2 2
Ejemplo 5.56 Considere la integral I:/// o8 o8 yC(;S z+QSen a;sen Y= ZdV,
0 COS? X COS? I COS? 2
i T
donde @ es el poliedro limitado por los planos x = 0, y =0, z = 0, x = 5 Y, Yy = 5 zZy
sen x sen sen Z
z = T_ x. Emplear el cambio de variables u = , V= Y y w= para
2 cos Yy COoS 2 CcoS T
determinar el valor de I. Puede usar le hecho que 0 < senz < sen (— — ) = cosy, entonces
0< sen x <1
cos Yy

280



5.2. Integracion en R3

Solucion:  Dado el poliedro @, el cual se muestra en la figura 5.78 (no hay necesidad de

dibujarlo), se procede a analizar las caras de este sélido en relacién con las transformaciones
dadas.

= Si xz =0, entonces u = 0.

Si y =0, entonces v = 0.

= Si z =0, entonces w = 0.

s sen (5 — oS
-Six:——y,entoncesu:M: Ye1su=1.
2 cos Yy cos Yy

. T sen(%—z) cos 2
= Siy=——2z entonces v = —=—= = =1l=0v=1.
2 Cos 2 COS 2

.. . 7T
= De forma similar, si z = 5~ T entonces w = 1.

Figura 5.78: Sélido @

De lo anterior se deduce que 0 < v < 1,0 < v <1y 0 < w < 1, siendo asi el sélido @’
un cubo de arista una unidad. Ahora, para el determinante del Jacobiano se emplea la férmula
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| (u, v, w)| 7 , donde
|J(z,y, 2)|
du OJu Ou
or Jdy 0z
_ ov ov ov
|J(l‘, Y, Z) | - ox Oy 0z
ow Jw Iw
or Jdy 0z
COS T Sen T sen Yy 0
cosy cos? y
= 0 cosy senysenz | usando la fila 1.
COs z COs“ 2z
Sen z sen x 0 COS 2
cos? x cos T
COST COSY COSZ n sen.r'seny Senzsenr Senysen z 40
COSY COSZ COST cos?y cos? x cos? z

sen2 X sen2 y S€H2 z

- 14
cos? x cos? y cos? z

2

cos? x cos? gy cos? z + sen?

rsen? ysen? z

cos? x cos? y cos? z

De esta forma se tiene que

COS2 T 0082 Yy (3082 zZ

| (u, 0, w)| =

cos? x cos? y cos? z + sen? rsen? ysen? 2

Con todo lo anterior, la integral triple I en las nuevas variables u, v y w queda como

I:/// 1dV' =V = 1.

Ejemplo 5.57 Determine el volumen del elipsoide dado por

2 2 2
x Y 25
Ftmts=1

usando el cambio de variables x = au, y = bv y z = cw.

2 2 2
Solucion:  Sea Q el sélido formado por el alipsoide T + v + z—2 = 1, por definicién se tiene

a? b2

VQ:///QldV.

Segun el cambio de variables sugerido, al analizarlo sobre la superficie de () se tiene que

que

(@) | (02 | (cw)

_ 2 2 2 _
> 0 =2 =l=u +v +w =1,
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es decir, el sélido ' es una esfera centrada en el origen y de radio 1. Al calcular el determinante
del Jacobiano se tiene que

7 A I

| J(u,v,w)| =| 5% L 5L |=|0 b 0 |=abc
0z 0z 0Oz
ou o bw 005

Con esta informacion y recordando que una esfera de radio r tiene como volumen gm"g,

Vy = ///Qld\/
e

= abc- Vg
4daberm
3

se tiene que

5.24.1. Coordenadas cilindricas

En la préactica un caso frecuentado es el paso de coordenadas rectangulares a coordenadas

cilindricas descrito por el cambio de variables

= rcosf
= rsenf , donde r>0y 0<60 <2,
z = z(r0)
de donde % % g—: cost) —rsenf 0
|J(r,0,z)] = % % % =|senf rcosf 0 |=r.
o) o) o)
% %5 o0 0 0 1

Con lo anterior se tiene que

///Q flx,y,2)dV = // o f(rcosf,rsenb, z)r dzdrdf.

Este tipo de cambio de variables son 1tiles en particular para calculos relacionados con sélidos

de revolucién.
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Ejemplo 5.58 Use coordenadas cilindricas para calcular I = / / / (% +y*)dV, donde Q estd
Q

limitado por el paraboloide 22 + y? = 2z y el plano z = 2.

Solucion:  El dibujo de @ se muestra en la figura 5.79. Luego, si se usa coordenadas cilindricas

se tiene que 0 < r < 2y 0 < # < 27. Por otro lado note que el solido @ esté acotado inferiormente

1
por z = 5 (:c2 + y2) y superiormente por z = 2, entonces
1,5 9 r?
§(I +y)§z§2:>5§z§2.

X Y

Figura 5.79: Sélido @ y su proyeccion en el plano xy

En relacién con lo anterior se tendria que

I = ///(a:2+y2)dv
27rQ 2 2
= / / /2 r2 - rdzdrd
0 0o Jz
2m 2 ?,.5
= / / <27’3 — —) drdf
0 0 2

167
3

Ejemplo 5.59 Determine el volumen del sélido @ limitado por el paraboloide % =224+y%b>0
y el plano z = h, h > 0.
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Solucion:  Usando coordenadas cilindricas y como referencia el ejemplo anterior, se tiene que

h
0<r< \/; y 0 < 60 < 27. Ademas, el solido @ esta limitado inferiormente por el paraboloide

z = b(z? + y?) y superiormente por el plano z = h, con b y h constantes positivas, asf
br? < z<h.

Entonces el volumen de sélido Q) es

vy — / / / L dv
Q
27 \/% h
= / / / rdzdrdd
0 0 br2
h2r

2

Ejemplo 5.60 Verifique que el volumen de un cilindro circular recto de radio a y altura h es
V = ma’h.

Solucion:  Un cilindro circular recto extendido sobre el eje z de radio a y altura h tiene como

ecucacion z2 + y? = a?, donde 0 < z < h (ver figura 5.80).

|
<l

L I T

/

[

|

v
1
=

v
1
T

AVAVAVAY/

LTt

L T V]

ira
1
1
1
1

\@
Y
Q

T )

Figura 5.80: Cilindro circular recto de radio a y altura h
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Entonces, al usar coordenadas cilindricas se tiene que el volumen del cilindro anterior es

v, — / / / 1dv
27rQa h

= / //rdzdrd@
0 o Jo
wa’h.

. 4
Ejemplo 5.61 Muestre que el volumen de una esfera de radio a es V = gwa?’.

Solucion:  La ecuacién de una esfera de radio a, suponiendo que estd centrada en el origen,

es 22 + 42 + 22 = a2 Por facilidad solo se va considerar la porciéon de dicha esfera ubicada
en el primer octante, es decir, una octava parte, como lo muestra la figura 5.81.

Figura 5.81: Esfera 22 + 42 + 22 = a? en el primer octante

T
Ahora, usando coordenadas cilindricas, note que 0 < r < ay que 0<6< 5 Ademas,

0<z<Va?2—22—y?=0<z<Va? —r2

A partir de lo anterior se cumple que

w/2 pra pVa?-r?

Vo = 8/ // r dzdrd0
0 0 0
3

4
= —ma”.
3

es claro que
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Ejemplo 5.62 Determine el volumen del sélido @ limitado por el cilindro z? + y? = 4,
el plano z +y =4 con z > 0.

Solucion:  Eldibujo del sélido Q se aprecia en la figura 5.82. Ademaés, la regién R de integracién

corresponde al circulo 2 + 4% = 4 sobre el plano z = 0, con ello, al usar coordendas cilindricas
se tiene que 0 <r <2y 0<60<2r.

Figura 5.82: Sélido @

También, el sélido @) esta acotado inferiormente por el plano z = 0 y superiormente por el
plano z = 4 — y, con ello se cumple que

0<z<4-—rsenb.

Con lo anterior se tiene que

Vo = / / / Ldv
ZTrQQ 4—rsen 6
= / // rdzdrdf
0 0 Jo

= 167.
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Ejemplo 5.63 Calcule mediante una integral triple el volumen del sélido @ acotado por las
superficies 22 + 942 =4, 2 >0y x +y — 22 = 0.

Solucion:  Es muy similar al ejemplo anterior, solo que este caso el plano z +y — 2z = 0

interseca al cilindro 22 + y? = 4 en su base inferior ubicada en el plano zy, por ello, haga z = 0
en el plano x +y—2z =0 = x4y = 0. Con esto, la regién de integracién se muestra en la figura
5.83.

2, 2
'ty =4
R

z+y=0
Figura 5.83: Proyeccion del sélido @ en el plano z =0

T 3T
Segun la figura anterior y al usar coordendas cilindricas es claroque 0 <r <2y —— <0 < T
Otra forma de obtener el movimineto del angulo € es resolver la siguiente ecuaciéon en el

intervalo [— R 7r] .

z4+y = 0
= rcosf+rsenfl = 0
= senff = —cosf
= tanfd = -1
T 3T
= 0 € §—— —¢.
-7
Ahora, note que el solido ) esta limitado inferiormente por z = 0 y superiormente por
z= §(x + y), entonces
0<z< g(cosé +senf).

Finalmente se tiene que

3m/4  p2  p5(cosf+tsend) 8v/2
Vo = / / / dedrdg = Y2
o Jo 3

—7/4

288



5.2. Integracion en R3

Ejemplo 5.64 Utilice una integral triple y coordenadas cilindricas para determinar el
volumen de un cono circular recto de altura h y radio a, suponiendo que se extiende a lo largo
del eje z y la base se encuentra sobre el plano z = 0.

Solucion:  La figura 5.84 corresponde al cono circular recta de altura h y radio a con la base

sobre z = 0.

X

Figura 5.84: Cono circular recto de altura h y radio a con la base sobre z =0

Observe que el vértice del cono es V(0,0, h) y la directriz es la curva

asi, usando la teoria expuesta en el Capitulo 1, se concluye que la ecuacion del cono es

h22 2

a
m (332+y2):a2:>$2+y2=ﬁ(h—z)2.

Usando coordenadas cilindricas note que que 0 < r < ay 0 < 0 < 27. Ademads, se despeja z de

la ecuacién del cono, esto es:

a
24y = ﬁ(h—z)2
2
a
= r? = ﬁ(h—z)Q
= ro= 2(h—z)
h h
= z = h—r—.
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rh
Con lo anterior se deduce que 0 < z < h — —, entonces
a

2T a h—% 2h
Vo = / / / rdzdrdd = e .
0 o Jo 3

Ejemplo 5.65 Mediante una sola integral triple determine el volumen del sélido Q que se
encuentra dentro de la esfera 22 + y? 4 2% = a? y fuera del cilindro 22 4y = b%, con 0 < b < a.

Solucion:  Por simplicidad solo se va considerar la mitad superior de sélido Q y se utilizara

una integral triple en coordenadas cilindricas. Asi, el sélido Q) y su proyeccion sobre el plano zy

se pueden visualizar en la figura 5.85.

Figura 5.85: Sélido @

En relacién con esta figura observe que b < r < a, 0 < 0 < 27 y que la mitad del sélido @) esta
acotado inferiormente por z = 0 y superiormente por z = \/a? — 22 — 32, asi 0 < 2 < Va2 — r2.
Entonces el volumen de () esta dado por

2r  pa pvVaZ—r? A7 ) o 2
Vo =2 rdzdrdd = — (a® — b%)2 .
o Jo Jo 3

Ejemplo 5.66 Plantee una integral triple, tanto en coordenadas rectangulares como coordenadas
cilindricas, que permita calcular el volumen del sélido @) acotado por las superficies z = 22 + y2,

P+ =x, 2+ =22y 2=0.

Solucion:  Note que la ecuacién z = 2% + y? corresponde a un paraboloide, y las ecuaciones
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2 2
de forma respectiva. Con esta informacién el dibujo del sélido @) y su proyeccion sobre el plano

z = 0 se observa en la figura 5.86.

1\? 1\?
22 +y? = 2y 22 +y? = 2z son cilindros de la forma |z — = +y2:(—) y@x—1)2+y2 =1

Figura 5.86: Sélido @ y su proyeccion sobre el plano zy

Se observa que el sélido @) esta acotado inferiormente por el plano z = 0 y superiormente por el
paraboloide z = 22 + y?. Ademas, dada la simetria de este sélido, solo se va considerar la mitad,
ubicada en el primer octante. De esta forma, tomando ) como un sélido de tipo 1, la integral
triple en coordenadas rectangulares en el orden dzdydz que calcula el volumen de @) es

1 pV2z—a22  pr4y? 2 pV2zr—22 px’iy?
Vo = 2/ / / 1 dzdydx + 2/ / / 1dzdydzx.
0 JVa—z? 0 1 Jo 0

Ahora, atn tomando la parte de @ en el primer octante y usando coordenadas cilindricas,
7 . . .
se deduce que 0 <0 < 5 Para el radio r se tiene que si 22 + y> = z, entonces r? = rcos¥,

de donde 7 = cosf. De forma analoga, si 2 + y> = 2z se concluye que r = 2cosf, con ello
cosf) < r < 2cosf. Asi, la integral triple en coordenadas cilindricas que determina el volumen de

Q es
w/2 p2cosf pr?
Vo = 2/ / / rdzdrdf.
0 cosf 0

Ejemplo 5.67 Sea el sélido @ la interseccion del cilindro 2% + y? < 4 con los conos 2 4 y? >
(z+1%) ya?+y* > (z—1)2
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1. Dibuje el sélido @) y su proyecciéon en el plano z = 0.

2. Plantee y calcule una integral triple en coordenas cilindricas para determinar el volumen

de Q.

Solucion:

1. Para dibujar ), observe que este cuerpo sélido corresponde al interior del cilindo
7?2 +y? < 4y fuera de los conos 22 + 4> > (z + 1)? y 22 + y®> > (2 — 1)%. Ademés
considere lo siguiente:

La interseccién de los conos 2 + y* = (2 + 1)? y 22 + y* > (2 — 1)? ocurre cuando
(z+1)? = (2 — 1)2, es decir, cuando z = 0, formando el circulo 22 + y* = 1.

La interseccién del cilindro 2% + y? = 4 con el cono x2 + y* = (2 + 1)? ocurre cuando

(2 + 1)2 = 4, es decir, cuando z = =3 y z = 1, en ambos casos forma el circulo
22 +9y? =4

De forma similar, la interseccién del cilindro 22 4+ y> = 4 con el cono
2%+ y? = (2 — 1)? se da cuando (z — 1)? = 4, es decir, cuando z = 3 y z = —1,

en ambos casos también se forma el circulo 22 + y? = 4.

Con la informacién anterior, el sélido ) se muestra en la figura 5.87.

NI

z=1—-7r 2

Figura 5.87: Sélido @ y su proyeccion sobre el plano zy

2. En coordenadas cilindricas el cono 2? + ¢y = (2 + 1)? esr? = (z + 1) = tr=2+4+1=
z = +r — 1, pero solo se necesita la parte de arriba de dicho cono, entonces z = r — 1.

Analogamente, el cono 22 + 32 = (z — 1)2 es &r = 2 — 1 = 2z = 4r + 1, sin embargo,

Unicamente se necesita la parte de abajo de dicho cono, entonces z = 1 — r. Por otro lado

note que 1 <r <2y 0 <60 < 2x. Luego, aprovechando que el sélido es simétrico, solo se
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considera cuando z > 0 (la mitad superior del sélido ). Con ello el volumen de @ es

27 2 r—1 5
Vo = / / / rdzdrdd = —7T.
0 1 Jo 3

Ejemplo 5.68 Use coordenadas cilindricas en el orden drdzdf para calcular el valor de la integral

I:/// 22 4+ y? + 22dV,
Q

donde @ es el sélido formado por debajo del plano z = 3 e interior al cono z = y/x2 + 2.

triple

Solucion:  Un dibujo del sélido @ se aprecia en la figura 5.88.

Figura 5.88: Sélido @ y su proyeccién en el plano zy

Ahora, para plantear I en coordenadas cilindricas en el orden usual drdzdf observe que 0 <
0 <27y 0<r<3. Ademds, segtin el dibujo de la figura 5.88 es claro que /22 + 32 <2 <3, lo
cual equivale a 7 < z < 3. El integrando corresponde a /(22 + y2) + 22 = V/r2 + z2. Entonces [

queda como
2w 3 3
I = / / / V12 + 22rdzdrdd.
0 0 T

Se puede apreciar que en el orden dzdrdf la integral es de dificil calculo, de alli que se solicita
hacerlo en el orden drdzdf, para lo cual note que # se mantiene invariante, con ello la estrategia
consiste en trabajar sobre el plano rz, donde se dibuja la regién plana dada por

R ={(r,2) eR*:0<r<3,r<z<3},
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y la cual se muestra en la figura 5.89. Esta region es de tipo 1 (dzdr), la cual se procede a escribir
como tipo 2 (drdz), quedando

R ={(r2)eR*:0<r<20<z<3}.

>

r.

Figura 5.89: Regién R’ sobre el plano rz

Con lo anterior, la integral I en el orden drdzdf se calcula como
2 3 z
I = / / / V12 + 22rdrdzdd
o Jo Jo
1 2w 3 5
= §<2\/§—1>/0 /Ozdde

- %(2\/5—1)/0%619

),

siendo este el resultado buscado. Cabe destacar que para el calculo anterior, en el primer paso se

du
aplica el cambio de variable u = r? + 22, lo cual implica que - = rdr.

5.2.4.2. Coordenadas esféricas

Otro caso muy usado para calcular integrales triples es el paso de coordenadas rectangulares

a coordenadas esféricas descrito por el cambio de variables

psen ¢ cos 6
= psen¢gsenf
Z = pcos¢
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donde si P(x,y, z) es un punto sobre la superficie, entonces p es la distancia del origen al punto
P, el angulo 6 formado, en el plano zy, por el segmento que une el origen con el punto (z,y,0)
con la parte positiva del eje z, vy, el angulo ¢ por el segmento que une el origen con el punto P
con la parte positiva del eje z, como se muestra en la figura 5.90.

xr
Figura 5.90: Coordendas esféricas P(p,0, ¢)

Ademas, para el determinante del Jacobiano se tiene que

ox 0z oz
;& ox
00 = | % % %
0z 9z 0z
op 00 0o

sengpcos) —psengsent pcospcosh
= | sen¢gsenfl psen¢cosf pcos@send
cos ¢ 0 —psen o

= —p’seno, el cual se toma positivo.
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Con lo anterior se tiene que
/// flz,y,2)dV = // f(psen¢cosh, psen psen b, pcos ¢)p® sen ¢ dpdpdd.
Q Q'

Ademas, al emplear coordenadas esféricas note que

2+ +22 = (psengcosh)® + (psenpsenh)® + (pcos )’
= p?sen? ¢ cos® O + p®sen® psen? O + p? cos? b
= p*sen? ¢ + p? cos® ¢

Ejemplo 5.69 Emplee una integral triple en coordenadas esféricas para calcular el volumen de

la esfera 22 + y? + 22 = a*.

Solucion: Al utilizar coordenadas esféricas observe que 22 + 3% + 22 = a? equivale a p = a,

con lo cual 0 < p < a. Ademas, observe que 0 < 0 < 27y 0 < ¢ < 7. Por ltimo, la integral

triple en coordendas esféricas que determina el volumen de la esfera es

2w s a
Vo = / / / p° sen ¢ dpdpdh
o Jo Jo
2 T 3 a

p:
dodd

= / p—sengzﬁ
o Jo 3 p=

ad [ ¢p=m
— —/ (— cos qb)' db
3 Jo $=0

92 X 0=2m
— 243
3@

4
= —ma’.
3

0=0

Ejemplo 5.70 Use una integral triple en coordenadas esféricas para calcular el volumen del

sélido @ acotado por la esfera 22 + y? + 22 = a® y el cono 22 = 22 + 32, con z > 0.
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Solucion:  El dibujo del sélido @ se muestra en la figura 5.91.

z
a
I\‘l\‘ A
I!_IV
g
71 1N
1 1N
v\II | a ' I I ‘
T ¢ a a Yy 4 L >y
V2 V2 @ a 4 a
V2 V2

Figura 5.91: Sélido @ y las coordenadas esféricas

T
Es claro que 0 < 0 < 27. Ademas, usando trigonometria basica se deduce que 0 < ¢ < —. Otra
forma de obtener el intervalo de movimiento del angulo ¢ es despejarlo de la ecuacién del cono,

como sigue:
22 = 2?4 P
= pPcos’o = p*sen® pcos? O+ p?sen? psen’d
= pPcos’p = pPsen’o
= 1 = tan®¢
T
= o = T

Ademas, de forma similar al ejemplo anterior, se deduce que 0 < p < a. Con ello se tiene que

2 pw/4 pa orad 1
Vo = / / / P sen ¢ dpdpdf = (1 — —) .
N o Jo 0 3 V2

Ejemplo 5.71 Calcule el volumen del sélido @ contenido en el primer octante y acotado por la

esfera 22 +1y?+22 = 1 y los planos # = y y # = 0. Para ello use una integral triple en coordenadas
esféricas.
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Solucion:  Un dibujo del sélido @ se puede ver en la figura 5.92.

Figura 5.92: Sélido @ y las coordenadas esféricas

e
IA
)
IA

NI
(e}
IA
-
[N

2ol
<

Ademas, por medio del dibujo mostrado anteriormente se infiere que
0 < p < 1. Entonces se tendria que

w/2 pw/2 pl T
Vo = / / / p? sen ¢ dpdpdf = —.
/4 JO 0 12

Ejemplo5.72 Plantee, usando coordenadas esféricas, la integral I = / / / (m2 + yz) dV, donde
Q
Q es el sdlido (z — 1) +y* + 22 = 1.

Solucion:  El dibujo del sélido @ con los movimientos de los d4ngulos 8 y ¢ se observan en la

figura 5.93. Con ello se cumple que —g <f< g y0<o¢ <.

Yy

z
0
m
2
>0\
T

Figura 5.93: Solido @ y las coordenadas esféricas

Ademas, en dicha figura se infiere que el valor de p no es constante, como ocurre en los ejemplos

pasados. Entonces, este se despeja de la ecuacion de la esfera Q : (z — 1)2 +y? + 22 = 1.
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(z—1P2+y*+2° = 1

= (P+yP+H)-220+1 = 1
= 0> —2psengcosh = 0
= p = 2sen¢cosb,

con lo cual 0 < p < 2sen¢cosf. Finalmente, con esta informacion, la integral I en

coordenadas esféricas queda como

I = ///Q(x2+y2) av

/2

s 2 sen ¢ cos 0
= / / (p2 sen? ¢ - p%sen (b) dpdpdd
0o Jo

—7/2
/2 m  pr2sen¢cosf
= / / (p" sen® ¢) dpdgdd.
0 0

—7/2
Ejemplo 5.73 Utilice coordenadas esféricas para calcular
I= /// Va2 +y? + 22 dedydz,
Q
donde Q es el sdlido limitado por la superficie 22 + y% 4 22 = z.
Solucion:  El sélido Q esta dado por la ecuacion 2% + y? + 22 — z = 0, que completando al
1\* 1
2, .2 N T
T+ Yy + (z 2) 1

1 1
la cual esté centrada en | 0,0, SR de radio 5 No es dificil deducir que 0 <0 <21y 0< ¢ < g

Para obtener el intervalo de movimiento de p, similarmente al ejemplo anterior, se despeja de la

cuadrado es la esfera

ecuacion de la esfera, como sigue:

r?+ y2 +22 = z
= P> = pcose
= pp—cosg) = 0
= p = Coso,
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con lo cual 0 < p < cos ¢, asi se tendria que

I = ///\/:r2+y2+z2dv
Q

2r  pm/2  pcos¢

= / / / 0% sen ¢ dpdpdf
0 0 0
T

10°

Ejemplo 5.74 Considere el sélido @ limitado superiormente por la esfera z2 + y? + 22 = 4
e inferiormente por el paraboloide 3z = 2% + y2.

1.

Escriba la integral o suma de integrales triples en coordenas cilindricas, en el orden dzdrd#f,
correspondiente al volumen de Q).

Escriba la integral o suma de integrales triples en coordenas esféricas, en el orden dpdpdf,
correspondiente al volumen de Q).

Solucion:

1. Es importante primero hacer un bosquejo del sélido @). Para ello, se busca la curva de

interseccion de la esfera 22 + 32 + 22 = 4 con el paraboloide 3z = 22 + 32, de donde se
obtiene que

32422 =

4
= 2*+32-4 =0
= z=—-4 o z=1
Se descarta el valor z = —4 pues la expresién z2 + y? =

—4 - 3 es falsa. Ahora, si z = 1,
la curva de interseccién v a la vez la region proyectada en el plano zy es 2% + 32 = 3. Con

esta informacion, el dibujo del sélido () se aprecia en la figura 5.94.

T
S

:

i i N PR

L]

e
——

Y

Figura 5.94: Sélido @ y parte de su proyeccion en el plano zy
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5.2. Integracion en R3

Esclatoque 0 <9 <2ry 0 <r < V3. Note que el sélido @ estd limitado inferiormente
por el paraboloide 22 + y? = 3z y superiormente por la esfera 22 + y? + 22 = 4, que en
coordenadas cilindricas equivale a

2
5 <z <4 —r2

Con lo anterior se tiene que

s V3 pA—r2
Vo = / / / rdzdrdo.
o Jo Jr23

s

2. Si se usa coordenadas esféricas se cumple 0 < 0 <27y 0 < ¢ < —. Sin embargo, observe
que la distancia p depende tanto de la esfera como del paraboloide, asi, aplicando trigono-
metria basica al triangulo sombreado de la figura 5.94, se tiene que

n Si0<op< g entonces p depende de la esfera, asi 0 < p < 2.

= Si % <¢p< g entonces p depende del paraboloide, asi
4y = 3z
= p’sen?pcos’ O+ pPsen® psen’ = 3pcosd
N ~ 3cos¢
PP en2 o’

con lo cual 0 < p < 3cot ¢ csc .

Finalmente se tiene que

2r /3 2 2w pm/2  p3cotdcesco
Vo = / / / p? sen ¢ dpdpdf + / / / p? sen ¢ dpdpdd.
0 0 0 0 /3 JO

Ejemplo 5.75 Escriba una integral triple en coordenadas esféricas que permita calcular el
volumen del sélido ) formado por la interseccién de las esferas 2 +y?+22 = a? y 22 +y?+22 = 2bz,
con 2b > a.

2
. a
Solucion: Al igualar las dos esferas se obtiene que ambas se cortan en el plano z = 5

v al sustituir este resultado en cualquiera de las dos esferas se obtiene la curva de interseccion

2
? +y? = (g\/4b2 - a2> :

2b

; . .a
que corresponde a un circulo centrado en el origen y de radio —+/4b% — a?, que a su vez es

la. proyeccién del sélido @ sobre el plano zy. Luego, la esfera x? 4+ % + 22 = 2bz equivale a
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Capitulo 5. Integrales Mltiples

a
22+ + (2 —b)? = b?. Ademas, si 2b > a entonces b > —. Con esta informacién basta para trazar
el sélido @, el cual se puede apreciar en la figura 5.95.

z
2b
@2 22yt 4 2 =2z
2b
TN [l = T3 VY
‘/j W 1‘- |1-\|i||.y 3 \I-\
!
/ // \I’ i: b 'A M i\ 2 9 9 9
VS N RN e
"\\,\ AR | NI T YA A
Vit
NS AT R 7
NUARLER TN %
ST
= W H _//
a
i a\y

Figura 5.95: Sélido @

Ademas note que al usar coordenadas esféricas se cumple que 0 < 6 <21y 0 < ¢ < Z, pero
el valor de p depende de ambas esferas, asi, segin el triangulo rectangulo mostrado en la figura
5.96, se identifica que:

a
2 /Ap? — a2
gp VAV o
a
, cos ¢ = %
@
2b a = ¢ = arccos £
o (2())

Figura 5.96: Coordenadas esféricas del sélido @

= Si 0 < ¢ < arccos (%), entonces p depende de la esfera 22 + 32 4+ 22 = a?, con lo cual
0<p<a.
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5.2. Integracion en R3

= Siarccos (ﬂ) <¢p< g entonces p depende de la esfera 2 + 32 + 22 = 2bz, esto es

2b
P24y + 22 = 2z
= p? = 2bpcos¢
= p = 2bcoso,

asi 0 < p < 2bcos ¢.

Finalmente, en relacion con la informacion anterior, la integral triple en coordenadas esféricas
que determina el volumen del sélido @) es

2w parc cos(i ) a 2w w/2 2bcos ¢
Vo = / / / p? sen ¢ dpdpdb + / / / p? sen ¢ dpdpdo.
0 0 0 0 arc cos ( 5% ) 0

Ejemplo 5.76 Calcule el volumen del sélido @ que corresponde a la porcién de la esfera z2 +

y? 4+ 22 = 36 entre los planos z = —3 y z = 3v/3, esto por medio de una integral triple en
coordenadas esféricas.

Solucion:  Un dibujo del sélido @ se aprecia en la figura 5.97.

= == = e \/_
{/A = = :»2:\—3 3
1 AR
/_" ! | :' T
(e \
L Mo ‘,“1
A TR RN
2 2, .2 R e S R
o4y + 27 =367 _J,*‘T’?-r-Ad Jdo L
gue 28 Binery
W Ets ;‘ =l :
- - > = -
T == SRR e b S, Y
NS 3

Figura 5.97: Sélido @
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Capitulo 5. Integrales Mltiples

Para determinar los rangos donde se mueven las variables p y ¢, observe la figura 5.98.

3V3

z

-~

~

6 _
m

Ccos ¢ =

—= =
6

Figura 5.98: Coordenadas esféricas del sélido @

Segun las figuras anteriores, el movimiento de p esta restringido a tres superficies: en el primer

caso, cuando 0 < ¢ < g depende del plano z = 3v/3 , esto es

pCos ¢ = 3\/§:>p: 3\/§sec¢,

conello) <p< 3v/3 sec ¢. En el segundo caso, note que % <op<mw-— % yque 0 < p<6. Enel

T
tercer caso ocurre cuando ™ — 3 < ¢ < 7, donde ademas se tiene que el intervalo de p depende

del plano z = —3, es decir,

pcosp = —3 = p= —3seco.

Segin lo anterior, y dejando como ejercicio el calculo de las integrales, se tiene que

2r  pm/6 3v/3seco 21 r21/3 16
Vo = / / / 0% sen ¢ dpdpdl + / / / P sen ¢ dpdpdf
0 0 0 0 /6 0

27 g —3sec ¢
+ / / / p? sen ¢ dpdodf = 81v/3r + 997,
o Jar/3Jo

Ejemplo 5.77 Considere la integral triple

.

12/2/
1 J_
V2

1. Dibuje el sélido @ sobre el cual se esta integrando.

2. Exprese I en coordenadas esféricas en el orden dpdpd6.

1_.2
\/2 x
1_.2
V5T
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5.2. Integracion en R3

3. Exprese I en coordenadas esféricas en el orden dodpdf.

Solucion:

1. Segtn la integral I el sélido @ es de tipo 1, el cual estd acotado por el cilindro 22 + 2

limitado inferiormente por el plano z = 0 y superiomente por la esfera a2 + y? + 22 =
Con esta informacion se procede a dibujar dicho sélido, el cual se puede apreciar en la
figura 5.99.

ot
S
—

— —

1
V2 V2 -

Sl -
Sl -

Figura 5.99: Sélido @

T

2. De acuerdo con el dibujo realizado se tiene que 0 < 0 < 27y 0 < ¢ < —, sin embargo, el
valor de p depende tanto del cilindro como de la esfera. Asi, aplicando trigonometria basica
al triangulo rectangulo de la figura 5.99 se observa que:

s Si0<op< g, entonces p depende de la esfera 22 +9%2+22 =1, conlocual 0 < p < 1.

= Si % <¢p< g entonces p depende del cilindro 22 + y? = %, esto es
1
$2 -+ y2 = 5
2 2 2 2 2 2 1
= psen” ¢cos 0+ p“sen”¢psen”l = 3
2 2 1
= p sen” ¢ = 3
1
= p = iﬁ csc ¢,
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Capitulo 5. Integrales Mltiples

1
con ello 0 < p < —csc .
_p_ﬁ ¢

De esta forma, la integral I en coordenadas esféricas en el orden dpdpdf es

2 pm/4 pl 2r  pm/2 % csc ¢
I= / / / 0 sen ¢ dpdpdf + / / / p° sen ¢ dpdpdf.
o Jo 0 o Jr/a Jo

3. Para escribir I en coordenadas esféricas en el orden d¢dpdf, note que € se mantiene sin

variacion, asi la estrategia estd en dibujar la siguiente region en el plano “¢p”.

R:{Rl = {(¢7P)ER2:

0
Ry = {(6.p)eR?: ] Jyoseo)

Esta region es de tipo 1 (ver figura 5.100) y se debe escribir como tipo 2 (ver figura 5.101).

1 ——"" 1 llﬂ
1VE p= 7 csc P e R2 ¢ = arcese(V2p)

E _ ™ E
4 2 4 2

Figura 5.100: Region R de tipo 1 Figura 5.101: Region R de tipo 2

Entonces, al cambiar R a tipo 2 se tiene que

R o= {0 eR 0o < (V) H<p< 1)

Con lo anterior, la integral I expresada en coordenadas esféricas en el orden d¢dpdf es

2 p1/V2 pm/2 2 1 csc=1(V2p)
I= / / / p° sen ¢ dpdpdf + / / / 0% sen ¢ dodpd.
0 0 0 0 1/v2J0

Ejemplo 5.78 Las esferas 22 +32+ (2 —1)2 = 1y 22+ 35?4+ (2 —2)? = 4 son las fronteras interior
y exterior respectivamente, del sélido () limitado por ellas.
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5.2. Integracion en R3

1. Escriba una férmula para Vg usando integrales triples segtn el orden dzdzdy.

2. Escriba una férmula para Vj usando integrales triples con coordenadas esféricas, segin el
orden dodpdb.

Solucion:

1. En el orden dxdydz la proyecciéon del sélido @) estd sobre el plano yz, es decir, se hace
x = 0 en las ecuaciones de las esferas y se procede a dibujar las regiones obtenidas, lo cual
se muestra en la figura 5.102.

y+E-1)=1

Sz=121-¢

Figura 5.102: Proyeccién del solido @ sobre el plaano yz

Ademas, si solo se considera donde y > 0 y z > 0, se diferencian cuatro subregiones,
las cuales se etiquetaron en el mismo dibujo. Ahora, si solo se toma cuando = > 0, el
volumen de @) estaria dado por

Vo =4(Va, + Vr, + Vi, + Va,),

donde Vg, , para k = 1,2,3,4, denota el volumen en la k—ésima regién. Por otro lado,
despejando x de las dos esferas dadas se tiene que

r=4/1-y2—(2-1)2 y o=44—9y2—(2—2)2
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Capitulo 5. Integrales Mltiples

Con los datos anteriores, una férmula para Vg utilizando integrales triples en el orden
dxdzdy es

Vi
e Vi, + Vi, + VRy + VR,

4
—V1-y2  py/A—y2—(2—2)2 /12 py/4—y2—(2—2)2
= / / / dxdzdy—i—/ / / dzxdzdy
V1?2 1-y2—(2—1)2

2+\/4 Y2 pa/A—y?—(2-2)2 244/4-y2  p/A—y2—(2—2)2
0,85em + / / / d:cdzder/ / / dxdzdy.

. En coordenadas esféricas y en el orden d¢dpdf), primero se debe escribir Vi en el orden
usual, esto es dpdpdf. Para ello, las esferas 2% +y> + (2 —1)2 =1y 2 + > + (2 —2)2 =4
en coordenadas esféricas equivalen a p = 2cosf y p = 4 cos ) de forma respectiva. Ademas,

se deduce que 0 <O <21y 0 < ¢ < z Con lo anterior el volumen de ) estd dado por la

2 p7w/2  pdcosd
VQ—/ / /2 , p° sen ¢ dpdpdd.

Luego, con el fin de pasar Vg al orden d¢dpdf, observe que ¢ se mantiene invariante,

féormula

entonces se procede a dibujar la region
R = {(ﬁbaﬂ) eER?*:0< » < g, 2cosp < p < 4cos¢}

en el plano ¢p, la cual es de tipo 1 y se debe pasar a tipo 2, segin lo muestra las figuras

5.103 y 5.104 respectivamente. Luego, al escribir R como una regiéon de tipo 2 se tendria

>
>
>

1 4
p:4cos<b/ ¢ = arccos (g)/
3 3
) R N
p:?cosgb/ ¢ = arccos (5)/
1 1
s ™ C’)
1 2
Figura 5.103: Region R de tipo 1 Figura 5.104: Region R de tipo 2

que

Ry {(¢,p) € R? : arccos (§) < ¢ < arccos (§) , 0<p<2}
R =
Ry = {(¢,p) €R?:0< ¢ <arccos(£),2<p<4}
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5.2. Integracion en R3

Entonces, una férmula para Vg con coordenadas esféricas segun el orden dodpdf es

p

2 arccos(% 27 arc cos Z
I= / / / " p? sen ¢ dodpdf +/ / / 0% sen ¢ dodpd.

Ejemplo 5.79 Considere la integral triple

1— 12 y
]—/ / / 1dzdydz.

1. Realice un dibujo del sélido ) y de sus proyecciones tanto en el plano xy como en el plano
yz.

2. Escriba la integral I en el orden de integracion dxdzdy.

3. Escriba la integral I usando coordenadas esféricas y en el orden dpdpdf.

Solucion:

1. El sélido Q esté limitado por el plano z = y v la esfera 22 + y? 4+ 22 = 1, acotado ademas
por los planos coordenados z = 0 y y = 0. El dibujo respectivo se observa en la figura

5.105.
z
e 1 y
V2
Figura 5.105: Sélido @
V1 — 2
Ademas, al hacer y = Tx se obtiene la elipse 22 + 2y% = 1, y segtn el dibujo anterior,

se dibujan las proyecciones de ) sobre los planos xy v yz respectivamente, las cuales se
muestran en la figura 5.106.
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-
[\]

7/
e

\
1
.
1!/

Figura 5.106: Proyecciones del solido @) sobre los planos zy y yz respectivamente

2. De acuerdo con el dibujo de () y su proyeccién sobre el plano yz, la integral I en el orden

% \/1ny \/17y2722
drdzdy es I = / / / f(z,y, z) drdzdy.
0 Y 0

3. En coordenadas esféricas se tiene que 0 < 0 < 5 y 0 < p < 1. Ademads, si z = y entonces

pcos ¢ = psen ¢ sen f
= ¢ = arctan(csc6).

z arctan(csc @)
Con lo anterior se induce que I = / i / / p? sen ¢ dpdpds.
0 0

Ejemplo 5.80 Cambie el orden de integracién de la integral triple
cot ¢ csc <Z>
I= / / / ,0) dpdpdb
4cotq§csc¢
al nuevo orden dodpdf.

™

Solucion:  Segin la integral I se tiene que 0 < 6 < 3

cos cos
4 cot ¢ csc ¢, lo que a su vez implica —¢ <p< ¢ .
sen2 ¢ sen2 ¢

cambia, asi que se dibuja la regiéon de tipo 1

<¢p< — ydcotpescop < p <

ol

Al nuevo orden d¢dpdf el angulo 6 no

la cual se dibuja también como regién de tipo 2, segiin se observa en la figura 5.107.
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= arccos
¢ = ar %

, (1+\/T4p2>

cos ¢
= D = arccos
PIVA] SO P= 524 DIV TR ¢
VAN apeceet
2/3¢------- boemn S SN 2/3¢------- boemn S

: == ;¢ : -~ > 1)
™ ™ m ™ m il

6 3 2 6 3 2

Figura 5.107: Regién de tipo 1 y tipo 2 respectivamente en el plano ¢p

4cos ¢
Luego, como p = SonZo’ entonces:
~ 4coso
L o
= p—pcos’p = 4dcosd

= pcos’p+4dcosp—p = 0.

Esta ecuaciéon cudratica se resuelve, donde el discriminante estd dado por

A = b —dac = 16 + 4p°,

con lo cual

cos ¢ =

—4 4 /16 + 4p? —14+ /44 p?
Rl = ¢ = arccos “rEVERS .
2p P

—1 4+ +/1+ 4p?
De forma andloga, si p = M, entonces ¢ = arc cos P
sen? ¢ 2p

> . Con esto, la region

R escrita como tipo 2 es

(
_ 2. —14+/1+4p? 9 ]
Ry = (@P)GR : arc cos — 2 §¢§§7§§p§3}
R={ Ry = {(¢,p) €R?:arccos _1+2—p1+4p2 S(bgarccos(_lJrTW),%gpgz\/g}

< ¢ < arccos (_HTW) 2V3<p< 8\/5}

SHE]

R3 = (st p) S R2 :

\
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Capitulo 5. Integrales Mltiples

Finalmente la integral I en el orden d¢dpdf es

144402
arccos( 1t 4+p)

P

w r8/3 pm/3 T 2V3
1= / / / —_ f(p,0,0) dodpdd + / / / Fp, b, 0) dodpdd
0 J2/3 arccos(71+27;+4’12) ( ) 0o Jg§/3 arccos(ﬁ) ( )

T r8V3 arccos(fl%m)
0 J2v3 Jn/6

Ejemplo 5.81 Sea 0 < a < b. Si se gira el circulo (z — b)? + 22 = a2, que estd sobre el plano zz,
alrededor del eje z, se obtiene el sélido de revolucién () llamado toro o dona con radio interno
b — a y radio externo b + a, como lo muestra la figura 5.108.

1. Determine Vg por medio de una integral triple en coordenadas cilindricas en el orden
dzdrdf.

2 4
el toro (a:2 +y? + 22)2 = 22 + 2. Halle el volumen de este sélido utlizando una integral

2
1 1
2. Suponga que al girar el circulo (x — —) + 22 = =, y =0, alrededor del eje z, se obtiene

triple en coordenadas esféricas.

Figura 5.108: Sélido @ y las coordenadas esféricas

Solucion:
1. Para el orden dzdrdf, se va trabajar sobre el plano rz. Asi, segin la figura 5.109, se tiene

que 0 <0 <2m b—a<r <b+ay siseconsidera z > 0, entonces 0 < z < y/a? — (r — b)2.

Con ello, la integral triple en coordenadas cilindricas en el orden dzdrdf y que determina
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5.2. Integracion en R3

> 2

Figura 5.109: Proyeccién de @ en el plano rz

el volumen de @) es

2r  pbta a?—(r—>b)2
Vo = 2/ / / rdzdrdf
0 b—a JO
27 pb+a
= 2/ / ry/a? — (r —b)2drdf, sea r—b=asent.
po b7r72
= 2/ / acost(b+ asent)y a? — a?sen?t dtdf
O27r _7://22
= 2 / / a? cos®t (b + asent) dtdf
0 —7/2
2 pm/2
= 2 (b cos t + asent cos t) dtde
0 —7/2
2m
= a’br [ db
0
= 2a*br?
1\? 1
2. Primero se procede a dibujar el circulo (w — 5) + 22 = Y= 0, el cual se muestra en

la figura 5.110.

> R\
—
&
|
N~
N~

[\
+
W
[\
Il
> =

> T

—_
—_

Figura 5.110: Circulo (ZB — %)2 +22 = ;11 sobre el plano y =0

313



Capitulo 5. Integrales Mltiples

Al girar este circulo alrededor del eje z se forma el toro , donde se induce que 0 < 6 < 27
y 0 < ¢ < 7. La distancia p depende de la ecuacion del toro, entonces

(P2 +y2+22)° = 2242

= (p*)? = p?sen® pcos? O + p®sen? psen®d
= pt = pPsen’¢
= p = senao.

Con lo anterior se tiene que el volumen buscado estd dado por

2 s sen ¢
Vo = / / / p° sen ¢ dpdpdh
0 0 0

p=sen ¢
ddd

_ /2“/“Sen¢-ﬂ—3 )

= —/ sen* ¢ do -

27 ( o=
= — | <¢— —=sen 2¢> ’

3 16 $=0
T

2

4

Para la integral / sen® ¢ do, recuerde que

/ sen pdp = / (sen? ¢)* dob

1 —cos2¢ 2
=5

1

— Z/(1—200s2¢+00822¢) d¢

= }1(/ d¢—2/cos2¢d¢+/wd¢>

= gqb—%seanb—l—C C eR.

Ejemplo 5.82 Transformar a coordenadas esféricas la integral

f_///mew,

donde @ est4 limitado por las superficies z =22 + 3%, 2 =1, v =y, y =0y 2z = 0.
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5.2. Integracion en R3

Solucion:  Una aproximacién del sélido @ se aprecia en la figura 5.111. Ademds, se puede

T
verificar que 0 < 0 < —. Para determinar los intervalos de movimiento del angulo ¢ y de la
distancia p, se procede a dibujar la proyeccion del sélido ) en el plano xz, que también se oberva
en la figura 5.111.

Figura 5.111: Sélido @ y su proyeccién en el plano xz

Con lo anterior, si z = x entonces
pCos ¢ = psen ¢ cos 6

= ¢ = arctan(sec0),

s
con lo cual se cumple que arctan(sec ) < ¢ < 5 Ademas, la distancia p varia desde del paraboloide

2z = 22 + y? hasta el plano x = 1, asi, de ambas ecuaciones y usando coordendas esféricas se
despeja p obteniendo cot ¢ csc p < p < csc g sec 6. Por tltimo, la integral I en coordendas esféricas

w/4  pr/2 csc ¢psecd
I= / / / f(p)p? sen ¢ dpdepdo.
0 arctan(sec ) J cot ¢ csc ¢

5.2.4.3. Coordenadas cilindricas generalizadas y coordendas esféricas generalizadas

corresponde a

Consiste en una generalizacion o modificacion de las coordendas cilindricas o esféricas en su
forma usual, por lo que el respectivo determinante del Jacobiano puede cambiar segiin la variacién

que se halla hecho. Para comprender mejor esto, observe los siguientes ejemplos.

Ejemplo 5.83 Considere el cambio de variables a coordenadas cilindricas generalizadas dada
por
x=arcosf, y=brsend y z=cz(r0).
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Capitulo 5. Integrales Mltiples

1. Muestre que |J(r, 8, z)| = aber.

2. Use estas coordenadas cilindricas generalizadas para calcular la integral triple

f://Qﬂx,y,z)dv,

2

2

donde f(z,y,2) =k ( ZQ> 4+ 1y Q es el sélido limitado por la superficie

22 42 4

— + 2 +—=1 Sugerencia: el solido () es simétrico a todos los planos coordenados.

c
Solucion:
1. Observe que
% % % acosf —arsenf 0
|J(r,0,z)| = % % % =| bsenf brcosf 0 | = aber.

9z 9z @
% % o 0 0 c

2 2 4

z

2. Usando las coordendas cilindricas generlizadas al solido () acotado por — T Z—z +— =
a c

se tiene que

0% (b 0)> A
(arcosd)” | Brsemb) L 2y p2qaton,
a b2 4

de donde se deduce que z = £v/1 — 12, es decir, —v/1 —1r2 < z < /1 —r2 dado que el
solido @ es simértico de acuerdo con el plano z = 0. Ademas, se infiere que 0 < 6 < 27, de

modo que la integral I es

2 2
Q a b
2t pl pV/1-12
= abc/ / / (kr2 + 1) rdzdrd0
0 Jo J-Vi-2

4k +9
= 8abc7r( 1 )

Ejemplo 5.84 Suponga que a > b > ¢ > 0. Determine el valor de la integral triple

-l Gaes)
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2 2 2

x

en donde @ es la parte interna del elipsoide — + ‘Z—z +—5=1 Sugerencia: utilice las coordendas
a

esféricas generalizadas dadas por x = apsen¢cosf, y = bpsengpsenf y z = cpcos ¢, las cuales

también se suelen llamar coordenadas elipsoidales.

Solucion:  El objetivo de usar las coordenadas elipsoidales es transformar el elipsoide @
en una nueva superficie (), la cual es una esfera de radio 1 centrada en el origen, en efecto

$2 y2 22

2 gpta =1
(apsengcosh)®  (bpsengsend)®  (cpcosp)’
4 + + 1
a b? c?
= p = L
También, no es dificil verifiar que |.J(p, 8, )| = abcp? sen ¢ y notar que 0 < 6

27 T 1 4 b
I = abc/ / / o sen ¢ dpddd = ~ 2
0 0 0 3

Ejemplo 5.85 Considere el cambio de variables a coordenadas esféricas generalizadas dada por

<2ry0<¢<m,
entonces

z=apsen® gcos’ 0, y=bpsen®psen®d y z=cpcos® .

1. Muestre que |J(p, 0, )| = abcaBp? cos® psen?*~! ¢ cos? ! fsen’~14.

2. Utilice las coordenadas esféricas generalizadas x = apsen? ¢ cos? 0, y = bpsen® psen?0 y
2 = cpcos® ¢ para plantear y calcular una integral triple que determine el volumen del sélido

() dada por (% + ¥4 %)4 = 282 en el primer octante, con a,b y ¢ constantes positivas. .
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Capitulo 5. Integrales Mltiples

Solucion:
1. Note que
or  9r O
T(p0,0) = | %
oz 9z 0z
9p 90 04

asen® ¢cos®  —afpsen® pcos® 1 hsend acpsen® ! ¢ cos ¢ cos’ b
= | bsen®psen®d bBpsen® psen’ 1 hcosh  bapsen® ! ¢ cos psen’ §
ccos™ ¢ 0 —capcos® ! psen o

—afipsen® ¢pcos’ 1 hsenf aapsen® ! ¢ cos pcos’ b
= ccos® ¢ N 51 a1 5
bBpsen® psen” " Hcost  bapsen® " ¢ cos psen” O

asen® g cos’®§ —aBpsen® ¢cos® ! hsend
+ —capcos® ! psen ¢
bsen® psen® ) bBpsen® ¢psen® 16 cos

= ccos“ ¢ (—abaﬁp2 sen?* ! ¢ cos ¢ cos® 1 B sen’ ! 9)
+ —capcos® ! psen ¢ (abﬁp sen®® cos® ! fsen®! 9)

= —abcafp? cos® L psen®* ! pcos’ ! hsen” 10,

el cual se toma positivo.

2. Para desarrollar esta parte del ejemplo, y segun el punto anterior, se toma a = 2
y B = 2, con lo cual se tiene que el determinante de la Matriz Jacobiana viene dado
por

|J(p, 0, ¢)| = 4abcp? cos ¢ sen® ¢ cos O sen 6.

Por otro lado, puesto que se trabaja en el primer octante se cumple que 0 < 0 <

NN

y0<¢p< g Ademas, la distancia p depende de la ecuaciéon del solido @), asi

r Yy 2\4 TYZ
(a b ¢ abe
4
= (ap sen” § cos” 0 + bpsen’ ;b sen” 0 + cp os” ¢) = pPsen® ¢ cos® psen® 6 cosd
a c
= pt = pPsen? ¢ cos? psen? § cos® 0
= p = sen’ pcos? psen?cos?h.
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5.2. Integracion en R3

De modo que la integral triple solicitada queda como

Vo = ///va

w/2 pr/2 psen? ¢cos? psen? O cos?
= dabc / / 0 cos ¢ sen® ¢ cos B sen 0 dpdpdh
0 0 0

4 w/2 /2
= gabc / / (sen4 & cos? ¢ sen? 0 cos® 0) % cos dsen® ¢ cos B sen O dpdf
0 0

4 w/2 /2
= —abc / / sen'® ¢ cos” ¢ sen” 0 cos” O dopdf
w/2 w/2
= —abc/ sen'® ¢ cos” ¢ dg / sen’ 0 cos” 0 do
0

w/2 /2
= Z—Labc/ (sen' ¢(1 — sen® ¢)*) cos gzﬁdgb/ (sen” 6(1 — sen®6)*) cos 6 df
0 0

1 1

“ 2640 280
aoc

554400

Ejercicios
Ejercicio 210 Determine el valor de las siguientes integrales:

1
1. I = / / / ————dV, donde el sélido @ esta limitado por los planos coordenados y
or+y+z+1

el plano x +y+ 2 = 1.

1

2. I = / / l—dV, donde el sélido @) esta ubicado en el primer octante y limitado por los
QLY

1

planosx+y:1,y:zyy:§.

Ejercicio 211 Sea Q el sélido ubicado en el primer octante y limitado por los planos z + z = 1
y y + z = 1. Considere la integral [ = /// flz,y,z)dV.
Q
1. Escriba I en el orden dxdzdy.
2. Escriba I en el orden dydzdzx.

3. Escriba [ en el orden dzdydzx.

4

4. Calcule solo una de las integrales planteadas anteriormente tomando f(x,y, z) = m
-z

1
Sugerencia: puede ayudar el hecho que / In(1+#*)dt =1n2 -2+ g
0
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Capitulo 5. Integrales Mltiples

Ejercicio 212 Plantee una integral triple en el orden dzdydx que permita calcular el volumen
dentro del paraboloide 22 + y? = 2az limitado por la esfera 2 + y? + 22 = 3a?, donde a es una
constante positiva.

Ejercicio 213 Determine el volumen del sélido @ correspondiente al cono z2 +y? = 22, limitado

superiormente por 2 + 4% + 22 = 2az, con z > 0.

$2+2

Ejercicio 214 Determine el volumen del sélido () dentro del cono z = Y , limitado

superiormente por la esfera z = /36 — 22 — y2.

Ejercicio 215 Considere el sélido Q limitado por el interior del cilindro 22 + % < 9 y acotado
por los planos x +2y — 2 =8 y 2 = 0.

1. Calcule el volumen de @) por medio de una integral triple en coordenadas rectangulares en
el orden dzdydzx.

2. Calcule el volumen de ) por medio de una integral triple en coordenadas cilindricas en el

orden dzdrd6.

Ejercicio 216 Considere el sélido @ limitado por las superficies 22 + 42 +22 < 9y 22 + 3% + 22 <

6z. Sea [ = ///Q f(x,y,2)dV.

1. Plantee I en coordenadas cartesianas y en el orden dxdydz, dzdydx y dydzdzx.
2. Plantee I en coordenadas cilindricas y en el orden dzdrdf y drdzd6.

3. Plantee I en coordenadas esféricas y en el orden dpdpdf y dodpdd.

Ejercicio 217 Considere el sélido @, definido por x2 + y? + 22 < 4a?, 22 +y> > a®> y 2z > 0,
donde a € R*. Determine el volumen de ) por medio de una sola integral triple en coordenadas

cilindricas.

Ejercicio 218 Considere el solido @ limitado por la relaciéon 2v/x2 + y2 < z < 3 — /a2 + 3.

Determine el volumen de () por medio de una integral triple en coordenadas cilindricas.

Ejercicio 219 Calcule el valor de la integral I = /// (2222 + 2y%2) dV, siendo Q el solido
Q

2

exterior al cono z? = x? + y? e interior al cilindro 2> + y* = 1, con z > 0. Sugerencia: las

coordenadas cilindricas pueden ayudar.
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5.2. Integracion en R3

Ejercicio 220 Utilice una sola integral triple en coordenadas cilindricas para verificar que

964
1= / / / (;U2 + y2) dV = 1—;, donde @ es el s6lido que se encuentra en el interior de la esfera
Q

2

z
22 + 9% + 22 = 9 y exterior al elipsoide z? + 3% + 1= 1.

Ejercicio 221 Use una integral triple en coordenadas cilindricas para determinar el volumen

del cuerpo sélido @, que corresponde al interior del cilindro 2 + y? = ax, limitado por el plano

2z =07y la esfera 22 + 9% + 22 = o

Ejercicio 222 Aplique una integral triple para determinar el volumen del sélido @ encerrado por
las superficies z = 522 + 5y? v 2 = 6 — 722 — y?. Sugerencia: puede usar coordendas cilindricas
generalizadas.
Ejercicio 223 Considere el s6lido Q limitado por las superficies z = 24/22 + 42y 2 = 3—a? —y>.
1. Use una integral triple en coordenadas cilindricas para determinar el volumen de Q).
2. Plantee una integral triple en coordenadas esféricas que permita determinar el volumen de

Q.

Ejercicio 224 Considere la integral I = /// (a:2 + 12+ z2) dV, donde @Q es el sélido limitado
Q

por la esfera 22 + 4% + 22 = 4, entre los planos z = 1y z = 2.
1. Determine el valor de I utilizando coordenadas cilindricas.
2. Determine el valor de I utilizando coordenadas esféricas.

Ejercicio 225 Considere la esfera 22 + y? + 22 = R2, de la cual se corta un casquete de altura
h, con h < R, como lo muestra la siguiente figura.

A NN

=N
4 Wl‘ et
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Capitulo 5. Integrales Mltiples
1. Plantee una integral triple en coordendas cilindricas en el orden dzdrdf que permita calcular
el volumen de dicho casquete.

2. Plantee una integral triple en coordendas esféricas en el orden dpd¢pdf que permita calcular
el volumen de dicho casquete.

. L 21 V3 pVA—r2
Ejercicio 226 Considere la integral triple / / / , rdzdrdf en coordendas cilindricas
o Jo z

que determina el volumen de un sélido Q).
1. Dibuje el sélido Q.
2. Exprese dicha integral triple en coordenadas esféricas, en el orden dpdpdf.

3. Exprese dicha integral triple en coordenadas esféricas, en el orden dpdpdf.

Ejercicio 227 Sea Q el sélido limitado inferiormente por el paraboloide az = 2%+ y superiormente
por la esfera 22 +y? + 22 = 242, con a € RT. Plantee la integral triple I = /// (2% 4+ 9* + 23 dV
Q

usando coordenadas esféricas en el orden dpdpdf.

Ejercicio 228 Sea Q el solido que se encuentra por debajo del plano z = 1 y en el interior del
paraboloide z = 22 +72. Plantee una integral triple en coordenadas esféricas que permita calcular
el volumen del sélido Q).

Ejercicio 229 Calcular la integral I = /// V2 +y? + 22dV, donde Q es la regién del espacio
Q

limitada por 22 + y? 4+ 22 = x. Sugerencia: use coordendas esféricas.

dV usando coordenadas esféricas,

L 1
Ejercicio 230 Calcular la integral I = /// e ————
Q Va2 +y*+ 22

donde @ es el sélido dentro de la esfera z? 4+ y? + 22 = 4z y fuera de la esfera 22 + y? + 22 = 2z.

Ejercicio 231 Use una integral triple en coordenadas esféricas para calcular I = / / / 22dvV,
Q
donde @ es el s6lido limitado por 2 + y? + 22 < 1y 2% + y* + 22 < 2z.

Ejercicio 232 Utilice una integral triple en coordenadas esféricas para calcular

I:/// Vaz+y?+ 224V,
Q
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5.2. Integracion en R3

donde @ es el sélido limitado por a2 + y? + 22 < a?, 322 > 22+ 9% y 2 > 0, donde a es una
constante positiva.

Ejercicio 233 Use una integral triple en coordenadas esféricas para calcular I = / / / zdV,
Q
donde @ es el interior de la esfera 2% +y? + (2 — 2)? = 4, exterior al cono z = y/22 + 32, e interior

al cono V3 z = /a2 + y2.

2, 2
Ejercicio 234 Use coordenadas esféricas para calcular I = / / / z —I;y dV, donde @ es el
Q

sélido limitado por 22 + y? + 22 < 2.

Ejercicio 235 Determine el volumen del sélido limitado por la superficie

2 2 2\ 2
x Y z
( +b—2+ )—

con a, b, c y h constantes positivas, aplicando coordenadas esféricas generalizadas. Para establecer

i

S8

los limites de #, note que x > 0.

Para los siguientes ejercicios debe aplicar la teoria expuesta a continuacién: sea ) un cuerpo
sélido cuya funcion densidad es w = f(z,y, 2) en cada punto (x,y, z), se define:

1. La masa total M del cuerpo sdlido Q como M = /// flz,y,2)dV.
Q

2. La masa respecto a los planos zy, xz y yz corresponde a M,, = /// z2f(z,y,2)dV,
Q

M,, = /// yf(z,y,2)dV y M,, = /// xf(x,y,z)dV, de forma respectiva.
Q Q
Yz

M,
3. Las coordenadas del centro de masa (o centro de gravedad) son (T, 7, Z), tales que T = A
M,. M,

yZ = ﬁ Si la funcién densidad w = f(z,y, z) del cuerpo sélido @ es constante,

7=
el centro de masa suele recibir el nombre de centroide. Es importante mencionar que, de
forma intuitiva, el centro de masa es el inico punto donde se puede equilibrar perfectamente
el cuerpo so6lido ), suponiendo que este cuelga de un cable imaginario anclado en ese punto.

4. El momento de inercia I, respecto al plano xy por I, = /// z2f(ac, Yy, z) dV. Similarmente

se definen las férmulas para I, y .., estoes I, = /// Y f 2,9,2)dV'y Iy = /// (2.9, 2

de forma respectiva.
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Capitulo 5. Integrales Mltiples

5. Los momentos de inercia respecto a los tres ejes coordenados como:

. Ix:]xy—l—]m:///Q(yz%—ZQ)f(:c,y,z)dV.
. Iy:IyI%—Iyz:///Q(xzjtzz)f(a:,y,z)d‘/.
. IZzlzx—i—]zy:///Q(xz%-yz)f(a:,y,z)dv.

6. El momento polar de inercia como Iy = /// (2% +y? + 2%) f(z,y,2)dV.
Q

Ejercicio 236 Calcule por integracién triple la masa del sélido Q limitado por las superficies
v =19y% 2=0yx+z=1, suponiendo que la funcién densidad es f(x,y, z) = 1. Luego, encuentre
el centroide de ().

Ejercicio 237 Encuentre el centroide de la parte del primer octante limitada por la esfera

22 +y? + 2% = a? con la funcién densidad constante igual a 1.

Ejercicio 238 Halle el centroide del cuerpo sélido @, limitado por el paraboloide z = 22 + 2 v
el plano z = 1. En este caso la densidad es constante en cada punto de Q).

Ejercicio 239 Determinar el centro de masa del sélido Q encerrado por el cilindro z2 4 3% = 4,
acotado arriba por el paraboloide z = 22 +4? y abajo por el plano zy, suponiendo que la funcién
densidad es constante e igual a 1.

Ejercicio 240 Calcule el centroide del sélido @ limitado por 22 = 22 + 42, 22 + y> + 22 = 1 con
z > 0, donde la densidad es constante.

Ejercicio 241 Sea el sélido @ acotado por z = y? y los planos z =0y z = 1 — 2. Suponga que

la funcién densidad es f(z,y,z) =y en cada punto (x,y, z) de Q. Calcule el centro de masa.

Ejercicio 242 Considere el sélido @ comprendido entre los planos z = 0y z = 1 — y, v dentro
de la superficie 22 + 4y? = 4. Suponga que la funcién densidad viene dada por f(z,y, z) = 2z.
Determine:

1. La masa de Q).
2. La masa con respecto a cada plano.

3. El centro de masa de Q.
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4. Los momentos de inercia respecto a los tres ejes coordenados.
5. El momento polar de inercia.

Ejercicio 243 Sea el sélido @ comprendido entre los paraboloides de ecuacion Z = 22 4 92,
8§—=z2

= 2?2 + y2. Suponga que la funcién densidad es f(z,y,z) = + y + 2 + 1. Determine:
1. La masa de Q.
2. La masa con respecto a cada plano.
3. El centro de masa de Q).
4. Los momentos de inercia respecto a los tres ejes coordenados.
5. El momento polar de inercia.

Ejercicio 244 Halle el momento de inercia respecto al eje z del sélido limitado por la esfera
22+ y? + 22 = ad’

Ejercicio 245 Calcule el momento de inercia de un cubo con densidad constante igual a k, de
lado a, respecto a una de sus aristas. Sugerencia: defina el cubo como @) = {(:1:, Y)eER?:0<2<a,0<y<a,l

y calcule el momento de inercia respecto a cualquiera de los ejes.

Ejercicio 246 Determine el momento de inercia de un paralelepipedo con densidad constante

igual a k, de lados a, b y ¢, con respecto cada uno de sus lados.

Ejercicio 247 Se tiene una region sélida @ que se encuentra al exterior de la esfera a2+ +22 =
a? y dentro de la esfera 22 4+ y? + 22 = b?, b > a, suponiendo que la densidad de un punto es
directamente proporcional al cuadrado de la distancia de P(x,y, z) al centro de las esferas.

1. Calcule la masa del sélido Q.

2. Calcule el momento de inercia respecto al eje z.
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Capitulo 6

Analisis Vectorial

En el capitulo 3 se definié una funcién de varias variables, donde si U C R™ es un conjunto
abierto, en particular se tiene que:

1. Una funcién f : U C R" — R se denomina un campo escalar sobre U C R™.

2. Una funcién F : U C R®™ — R" se denomina un campo vectorial sobre U C R".

Observacion 6.1 De lo anterior se establece lo siguiente:

1. Un campo vectorial definido sobre una regién R C R? del plano es una funcién vectorial F :
R C R? — R? que asocia a cada punto (z,y) de R el vector F(x,y) = (fi(z,v), fo(z,v)),
donde f; es un campo escalar sobre R C R? para i = 1, 2.

2. Un campo vectorial definido sobre una regién @ C R? del espacio es una funcién vectorial
F:Q C R — R que asocia a cada punto (x,y,2) de Q el vector F(x,y,2) =
(fi(z,y, 2), f2(z,v, 2), f3(x,y,2)), donde f; es un campo escalar sobre Q C R? para i =
1,2,3.

Ejemplo 6.1 Las siguientes funciones son campos vectoriales:

1. F: RCR? — R? tal que F(x,y) = <
donde R =R? — {(0,0)}.

—y__ -z es un campo vectorial sobre R,
\/mQ+y2 \/x2+y2

2. F: Q CR> — R3 F(x,y,2) = (—yv/1— z,2¢/1 — 2,0) es un campo vectorial sobre Q,
donde Q = {(z,y,2) € R?: 2 < 1}.

3. F:R3 —R3 F(z,y,2) = (cosz, — cosysen z,cosy) es un campo vectorial sobre R3.
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6.1. Visualizacion de un campo vectorial

6.1. Visualizacion de un campo vectorial

Sea F': U C R"™ — R™ un campo vectorial (con n = 2,3), U un conjunto abierto, la forma
de visualizar el campo vectorial F' es asignandole a cada punto X € U el vector F/(X) con punto
inicial X.

Ejemplo 6.2 Gréficamente el campo vectorial F : R? — R? definido por F(z,y) = (z,v), se

representa en la figura 6.1.

gl

i\

N

="
4/4//

7

Figura 6.1: Campo vectorial F(z,y) = (x,y)

m

|
|

7

Ejemplo 6.3 Gréficamente el campo vectorial F : R? — R? definido por F(x,y) = (3z,3y)
sobre el circulo 22 + y? = 1, se representa en la figura 6.2.

.
i

Figura 6.2: Campo vectorial F(x,y) = (3x, 3y) sobre el circulo 2?2 + y% = 1
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Capitulo 6. Andlisis Vectorial

Ejemplo 6.4 Gréficamente el campo vectorial F' : R? — R3 definido por F(z,y,2) = (—yv/1 — z,2v/1 — 2,0)
sobre la superficie z = 1 — 22 — y2, se representa en la figura 6.3.

Figura 6.3: Campo vectorial F(z,y,2) = (—yv/1 — z,2/1 — z,0) sobre la superficie z = 1 —

22 — 2

6.2. Campo vectorial gradiente

Definicion 6.1 (Campo vectorial gradiente) Sea f : U C R® — R una funcién con todas
sus derivadas parciales de primer orden sobre un conjunto abierto U, se define el campo vectorial
gradiente sobre R™ asociado a f como la funcion Vf : U C R™ — R" tal que

Vi(xy,...,zn) = (aa—xfl(xl,...,xn),...,%(ml,...,xn)).

Observacion 6.2 Los siguientes son casos particulares del campo vectorial gradiente:

1. Si f:U C R? — R con derivadas parciales de primer orden sobre un conjunto abierto U,
entonces el campo vectorial gradiente sobre R? asociado a f es

Vi) = (G, Gen).

2. Si f:U CR?— R con derivadas parciales de primer orden sobre un conjunto abierto U,
entonces el campo vectorial gradiente sobre R? asociado a f es

Vi) = (G o). G ).
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Ejemplo 6.5 Sean f,¢g: U C R® — R funciones con todas sus derivadas parciales de primer
orden sobre un conjunto abierto U y sea a € R. Muestre que V(f + ag)(x) = Vf(z) + aVg(x),
para x € R"™.

Solucion:  Con esta propiedad se va mostrar la linealidad del vector gradiente.

o(f + ag)(x) o(f + ag)(w)

V(f+ag)(r) = ~on, T om,

_ (9f(x) n d(ag)(x) af (z) n d(ag)(x)
0 ooty on ognt

~ [(Of(x g(x x gz

N axl ta 8$1 B 8$ ta a$n

[ 0f(z) of (z) N J29@)  0Og(z)

N oxy 7 Oz, 8:61 " Oz,

_ (9f(=) of (x) ta <59( z) 39(@)
oxy 7 Oz, Ooxy 7 Oz,

= Vf(z)+aVyg(x).

Observacion 6.3 Del ejemplo anterior se puede ver a V como un operador lineal diferencial

vectorial, definido por V = i, ey i :
Bxl 8xn

Ejemplo 6.6 Sean f,¢g: U C R® — R funciones con todas sus derivadas parciales de primer
orden sobre un conjunto abierto U y sea z € R"™. Muestre que V(fg)(z) = g(z)Vf(x) +

f(@)Vy(z).

Solucion:
V(fg)(z) = O(f9)(=) A(fg)(x)
ey ax
= (o >af( )+ 12 (1) (@ >a§£n) +f<x>a§§))
z) dg(x) Jdg(x)
o (&Cl,..., 8xn)+f(x><gx1"”’gxn)
= g(@)Vf(z)+ f(2)Vy(x).

Definicion 6.2 (Divergencia de un campo vectorial) Sea F : R® — R" un campo vectorial
tal que sus derivadas parciales de primer orden existen. Entonces se define la
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Capitulo 6. Andlisis Vectorial

divergencia de F' como la funcién div F' : R™ — R tal que

divF =V - F.

Observacion 6.4 De la definicién anterior se tienen los siguientes dos casos particulares:

1. Si F:R? — R? tal que F(z,y) = (fi(x,y), fo(x,y)), entonces

divF = V.-F

o 0

= (%7(%)'(1‘1,&)
ofi  0fs
TR

2. Si F:R® — R tal que F(x7y7 Z) = (fl(x7y7 Z)?f?(x7y7 z),fg(x,y,z)), entonces

dvF = V.F
o 0 0
— (%78_?;75) : (f17f27f3)

dft | Ofa | Ofs
Ox + oy * 0z’

Ejemplo 6.7 Sea F:R3 — R3 tal que F(z,y,2) = (ze¥, zseny, vy In 22). Determine div F.

Solucion:  En este caso fi(z,y,2) = ze¥, fo(z,y,2) = zseny y fs(x,y,2) = xylnz2

Asi se tiene que

2
divF:ey—l—zcosy—i—ﬂ.
z

Teorema 6.1 Sean F,G : U C R® — R" campos vectoriales definidos sobre un conjunto
abierto U de R", sea f : U C R™ — R un campo escalar definido sobre el mismo conjunto abierto
U de R" y sean a,b € R. Entonces

1. div(aF +0G) =a-divF +b-divG.

2. div(fF)=f-divF+F-(Vf).

Definicion 6.3 (Rotacional de un campo vectorial) Sea F' : R® — R? un campo vectorial
tal que sus derivadas parciales de primer orden existen. Entonces se define el rotacional de F
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6.2. Campo vectorial gradiente

como la funciién rot F : R — R3 tal que

rot F =V x F.

Observacion 6.5 De la definicién anterior se construye la siguiente férmula del rotacional de
un campo vectorial F: R — R3 tal que F(z,y, 2) = (fi(z,y, 2), fa(x, 9, 2), f3(x,y, 2)).

rot F = VX F
o 0 0
— (%78_?;76_%) X (f17f27f3)
i ]k
= 9 9 9
or Oy 0z
i 2 s

Ejemplo 6.8 Sea F :R?* — R? dada por F(x,y,2) = (2%, x + ¥, 2222). Determine rot F.

Solucion:  Tome fi(z,y,2) = 22, fo(z,y,2) = x +y v fa(x,y,2) = 2222, Segin la férmula

obtenida en al observacién 6.5 anterior se tiene que:

rot F = (0—0,0—22%1-0)=(0,-22%1).

Definicion 6.4 (Campo vectorial irrotacional) Sea F' : R® — R un campo vectorial tal que
sus derivadas parciales de primer orden existen. Se dice que F' es un campo vectorial irrotacional,

o simplemente irrotacional, si rot F' = (0,0, 0).

Ejemplo 6.9 Verifique que el campo vectorial dado por F(z,y, z) = (2zyz + 2% — 2y + 1,222 —
4y, 2%y + 222 — 2) es irrotacional.

Solucion:  Defina fi(z,y,2) = 2zyz + 22 — 20> + 1, fo(z,y,2) = 222 — day v f3(2,y,2) =

2%y + 22z — 2. Con esto se tiene que:

rot ' = VxF
_ (%_% 0f s %_%>
oy 0z 0z Ox Ox Oy
= (1,2 — 22,20y + 22 — 22y — 22,202 — 4y — 2wz + 4y)
= (0,0,0).
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Capitulo 6. Andlisis Vectorial
De esta manera se concluye que F' es irrotacional.

Ejemplo 6.10 Sea F : R* — R3 un campo vectorial dado por F(z,y,2) = (yzcos(zyz), vz
cos(xyz), xy cos(zyz)), verifique que F' es irrotacional.

Solucion:  Defina fi(x,y, 2) = yz cos(xyz), fo(x,y, 2) = vz cos(zyz) v f3(x,y, 2) = xy cos(zyz).

Con ello se tiene que:

rotF'¥' = VxF
<3f3 0f2 0fi  Ofs 0fa 3f1>

oy 0z 0z Ox’ Ox Oy
= (zcos(zyz) — zyzsen(zyz) — x cos(zyz) + a?yzsen(zyz), y cos(zyz)
—xy?zsen(zyz) — ycos(zyz) + xy?zsen(xyz), z cos(xyz) — ryz? sen(ryz)
—zcos(zyz) + xyz? sen(zyz))
= (0,0,0).

Por tanto F' es un campo vectorial irrotacional.

Ejemplo 6.11 Sea f : R®> — R una funcién con sus derivadas parciales de segundo orden
continuas. Muestre que el campo vectorial gradiente de f es irrotacional.

Solucion: Lo que se debe probar es que rot(Vf) = (0,0,0), esto es:

of of of
)< (505 7)

of

Bz
Pf O F Of 0
8y82 020y’ 020x  0x0z 0xdy  Oydx )

rot(Vf) =

o

T glesle <&@ g
Yl w1%| @

|
leoz?&z?h’ Pl ><

Il
7N

esto pues las derivadas parciales de segundo orden cruzadas son iguales por ser continuas.
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6.3. Campo vectorial conservativo

6.3. Campo vectorial conservativo

Definicion 6.5 (Campo vectorial conservativo) Un campo vectorial F': U C R" — R™, U
abierto, es conservativo si existe una funciéon escalar f : U C R™ — R tal que

F=Vf{.

En tal caso f se llama funcién potencial de F!.

Observacion 6.6 Segin el ejemplo 6.11 y la definicién anterior 6.5 se tiene que un campo
vectorial conservativo F : R? — R? siempre es irrotacional.

Ejemplo 6.12 Verifique que F(z,y, 2) = (22 +yz, 2y + 1z, 1y) es conservativo determinando su

funcién potencial.

Solucion:  Tome fi(z,y,2) = 2z + yz, fo(z,y,2) = 2y + x2 v fs(x,y,2) = wzy, asi

F = (f1, fo, f3). Luego, para probar que F' es un campo vectorial conservativo usando la definiciéon
6.5 debe existir una funcién escalar f : R®> — R (llamada funcién potencial) tal que

F o= vy
= <f11f27f3) = (fa:;fy,fz)
= (2x+9372y+x27$y) = (fx;fyyfz)-

De aqui se forma el sistema siguiente de ecuaciones diferenciales:

faolz,y,2) = 20+yz (1)
fy(x7yaz) = 2y—|—$2 (2)
felwy,2) = ay (3)

Del sistema anterior se procede a escoger cualquiera de las tres ecuaciones. En particular
se va seleccionar la ecuacion (3), la cual se integra con respecto a la variable z, y se obtiene

@y, 2) =zyz+m(z,y)  (4),
donde m(z,y) es una constante con respecto a z. Ahora, derive (4) con respecto a x, para obtener

fe(2,y,2) = yz + me(2,y),

'En otras palabras, el campo vectorial F : R® — R” es conservativo si é] mismo es un campo vectorial
gradiente de una funcién escalar f : R® — R.
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la cual se iguala a la ecuacién (1), esto es:
yz +mg(z,y) = 2x + yz,
de donde se deduce que m,(z,y) = 2z. Integrando con respecto a x se tiene que
m(z,y) = 2* +n(y),

siendo n(y) una constante con respecto a la variable z y z. Este dltimo resultado se cambia en
(4), como sigue:

fz,y,2) = zyz + 2° + n(y). (5)

De forma similar al proceso anterior, derive (5) con respecto a y, y se obtiene
fy(z,y,2) = xz + ny(y),
cuyo resultado se iguala a (2), esto es
rz+ny(y) =2y + xz,

entonces n,(y) = 2y. Luego, integrando esta tltima igualdad con respecto a y se obtiene que
n(y) = y*> + K, donde K € R. Finalmente, se cambia esto tiltimo en (5), obteniendo la funcién
potencial de F' dada por

flx,y,2) = zyz +2° +9° + K.

Para verificar la correcta resolucién del ejemplo, observe que en efecto se cumple que

Vi(x,y,z) = 2c+yz,2y +zz,2y) = F(x,y, 2).

Entonces F' es un campo vectorial conservativo.

Ejemplo 6.13 Considere el campo vectorial F : R® — R? tal que F(z,y,2) = (e®cosy + yz);
+ (22 — e seny)j + (zy + 2)k.

1. Verifique que F' es conservativo hallando su funcién potencial.

2. Compruebe que F' es un campo vectorial irrotacional.
Solucidn:

1. Sea F' = (f1, f2, f3) tal que fi(x,y,2) = e*cosy + yz, fo(x,y,2) = xz — e"seny y
f3(z,y,2) = zy + z. Luego, por la definicién 6.5, F' es conservativo si existe la funcién
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6.3. Campo vectorial conservativo

potencial f: R3 — R tal que

F = Vf
= (f17f27f3) = (fxafyafz)
= (e"cosy+yz, vz —e'seny,xy +2) = (fz, [y f2)

de donde se forma el sistema siguiente de ecuaciones diferenciales:

fo(z,y,2) = e"cosy+yz (1)
fy(z,y,2) = wz—e"seny  (2)
f(2,y,2) = ay+z (3)

Del sistema anterior se selecciona cualquiera de las tres ecuaciones. En particular se va
escoger la ecuacion (1) y se integra con respecto a la variable x, obteniendo

flz,y,2) =e"cosy +ayz+m(y,z) (4),

donde m(y, z) es una constante con respecto a x. Ahora, derive (4) con respecto a y, para
obtener
fy(x,y,2) = —€eseny + xz + my(y, 2),

la cual se iguala a la ecuacién (2), esto es:
—e’seny + xz 4+ my(y, 2) = vz — e’ seny,
donde se deduce que my(y, z) = 0. Integrando con respecto a y se tiene que
m(y, z) = K1 +n(z)

siendo Kj una constante real y n(z) una constante con respecto a la variable z y y. Este
ultimo resultado se cambia en (4), como sigue:

flz,y,2) =€ cosy+xyz+ K1 +n(z). (5)
De forma parecida al proceso anterior, derive (5) con respecto a z, y se obtiene
fo(z,y,2) = 2y + ny(2),
cuyo resultado se iguala a (3), esto es

xy +n.(z) = xy + 2,
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entonces n.(z) = z. Luego, integrando esta ultima igualdad con respecto a z se obtiene
que n(z) = % + K, donde K5 € R. Finalmente, se cambia esto tltimo en (5), obteniendo
la funcion potencial de F' dada por

2 2
z z
f(z,y,z) = € cosy + xyz + > + Ky + Ky =e"cosy + xyz + 5 + K,
con K € R. Para verificar la correcta resolucion del ejemplo, observe que en efecto se
verifica que

Vf(z,y,2z) = (e“cosy +yz,xz — e“seny,xy + z) = F(x,y, 2).

2. Al ser F' = (f1, f2, f3) tal que fi(z,y,2) = e"cosy + yz, fa(z,y,2) = 2z — e"seny
y fs(x,y,z) = xy + z, con ello note que:

rot ' = VxF
0f 0 0fi _0fs 0f 0
dy 0z 0z Ox Ox Oy

= (x—z’,y—y, —ezsenz—kef‘“senz)

= (0,0,0).
Entonces F' es irrotacional.
Teorema 6.2 Sea F: U CR® — R"™, con F = (f1, f2,..., f) un campo vectorial tal que sus

derivadas parciales de primer orden existen en el conjunto abierto U, una condicién necesaria

para que F' sea conservativo es que

of; _ 0
81:j 012'7

para todo i,5 =1,2,...,n con i # j.

Observacion 6.7 Algunos casos particulares del teorema anterior son:

1. Sea F': U CR? — R2 con F = (fi, f2) un campo vectorial con sus derivadas parciales de

primer orden en el conjunto abierto U, entonces una condicién necesaria para que F' sea

on _of
oy  Ox

conservativo es

2. Sea F': U CR3 — R3 con F = (f1, fa, f3) un campo vectorial con sus derivadas parciales
de primer orden en el conjunto abierto U, entonces una condicién necesaria para que F sea
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conservativo es

Oh _0h Of _0f 0f _0f:

8y_8a:’8z_8xy8z_8y'

Es este caso note que

rot ' = VxF
(8f3 dfa 0ft  0fs 0fs 3f1)

= (0,0,0).

3. Segun el punto anterior y la observacién 6.6, se tendria que un condicién necesaria para
que un campo vectorial F : R® — R3 con F = (fy, fo, f3) sea conservativo es que F sea
irrotacional.

Ejemplo 6.14 Verifique si el campo vectorial F : R? — R? tal que F(z,y) = (2v +y, —z +4y)

es un campo vectorial conservativo.

Solucion:  Defina fi(z,y) = 22 4+ 1y v fo(r,y) = —x + 4y, ambas con derivadas parciales

continuas. De acuerdo con el primer punto de la observacién 6.7, para que F' pueda ser conser-
vativo debe cumplir que

of _oh
oy  Ox
. df1 df2 : :
Sin embargo, note que By = ly e = —1, es decir, son diferentes. Por lo tanto el campo
Y x

vectorial ' dado no es conservativo.

Ejemplo 6.15 Verifique si F(xz,y) = (22 +?, 3zy* +4) cumple la condicién necesaria para que

sea un campo vectorial conservativo. En caso que la cumpla, halle su funciéon potencial.

Solucion:  Sean fi(x,y) = 2z + y® v folw,y) = 3xy® + 4, ambas con derivadas parciales

continuas. Segun el primer punto de la observacién 6.7, una condiciéon necesaria para que F' sea

conservativo es verificar que
oh _ o
oy  Ox
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0 0
En efecto, note que i =3y y ﬁ

dy ox

dicha condicion. Para hallar su funcion potencial f, se tiene que:

= 3y2. Por lo tanto el campo vectorial F' cumple con

F o= vf
(f17f2> - (f:wfy)
(Q'I + y3,3$y2 + 4) = (f:mfy)

4

De aqui se forma el sistema siguiente de ecuaciones diferenciales:

felz,y) = 20+9> (1)
fylz,y) = 3zy®+4 (2)

Del sistema anterior se escoge cualquiera de las tres ecuaciones. En particular seleccione la
ecuacion (1), que se integra con respecto a la variable x, y se obtiene

fla,y) =2* +ay’ +mly)  (4),
donde m(y) es una constante con respecto a x. Ahora, derive (4) con respecto a y, para obtener
fy(x,y) = 3ey* + my(y),
la cual se iguala a la ecuacion (2), esto es:
3ry® +my(y) = 3vy* + 4,
de donde se deduce que my(y) = 4. Integrando con respecto a y se tiene que
m(y) =4y + K,

siendo K una constante real. Este ultimo resultado se cambia en (4) para obtener la funcién
potencial de F', como sigue:

flx,y)=a* +2y® +4y+ K, con K €R.

Féacilmenete se verifica que realmente ' = V f.

Ejemplo 6.16 Considere el campo vectorial F(x,y, z) = (axz, —1—bz?, 22 —2yz+4) con a,b € R.

1. Determine los valores de a y b para que F cumpla con la condicién necesaria para ser

conservativo.
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6.3. Campo vectorial conservativo
2. Para los valores a y b calculados en el punto anterior, calcule f tal que Vf = F.

Solucion:  Para la primera parte, por el tercer punto de la observacién 6.7, lo que se debe hacer
es hallar los valores de a y b para que F' sea irrotacional. Con este fin, defina fi(z,y, 2) = axz,

fo(z,y, 2) = =1 —b2% y f3(x,y,2) = 22 — 2yz + 4, con ello note que:

rot - = V xXF
(2 oonon_on ooy
~ \9y 0z 0z Ox ox Oy
= (—22+2bz, —2:U+ax,0).

Como F' debe ser irrotacional entonces rot F' = (0,0,0), es decir
(= 2z —2bz, -2z + az,0) = (0,0,0),

de donde se forma el sistema de ecuaciones

—224+2bz = 0
—2r4+axr = 0

De dicho sistema se obtiene que a = 2 y b = 1. De esta forma el campo vectorial F' es
irrotacional. Para la segunda parte del ejemplo, donde se solicita la funcién potencial del campo
vectorial dado por F(r,y,z) = (2wz,—1 — 22,22 — 2yz + 4), y en referencia a los ejemplos

anteriores, se forma el sistema siguiente de ecuaciones diferenciales:

fa(z,y,2) = 22z (1)
fylw.y,z) = —1-2? (2)
fz(sc,y,z) = $2—2y2+4 (3)

Del sistema anterior se selecciona cualquiera de las tres ecuaciones. En particular se escoge la
ecuacion (1) y se integra con respecto a la variable z, obteniendo

donde m(y,z) es una constante con respecto a z. Ahora, derive (4) con respecto a y,
para obtener

fy(%', Y, Z) = my(?/ﬂ Z),

la cual se iguala a la ecuacion (2), esto es:

my(y,z) = =1 — 2%
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Integrando con respecto a y se tiene que
m(y,z) = —y —y2" +n(2),

siendo n(z) una constante con respecto a la variable z y y. Este ultimo resultado se cambia en
(4), como sigue:
flay,2) =a®z =y —yz* +n(2).  (5)

De forma similar al proceso anterior, derive (5) con respecto a z, y se obtiene
fo(z,y, 2) = 2% — 2yz + n.(2),
cuyo resultado se iguala a (3), esto es
v? — 2yz +n,(2) = 2% — 2yz + 4,

entonces n,(z) = 4. Luego, integrando esta ultima igualdad con respecto a z se obtiene que
n(z) = 4z + K, donde K € R. Finalmente, se cambia esto ultimo en (5), obteniendo la funcién
potencial de F' dada por

flz,y,2) = 2%z —y —yz* + 42 + K,

con K € R. Para verificar la correcta resolucion note que en efecto se cumple que

Vir,y 2) = 2zz,—1— 2% 0% = 2yz +4) = F(x,y,2).

Observacion 6.8 Suponga que F : U C R* — R” tal que F = (f1, fo,..., fn) €5 un
campo vectorial conservativo sobre el conjunto abierto U, un método alternativo para construir

la funcién potencial de f es el sigiuente:
1. Seleccione una sola variable z;, para ¢t =1,2,...,n.

2. Sii =1, la funcién potencial viene dada por

f:/fld:vl—i—/fgdxg—i—...+/fndxn,

donde para i = 2,3,...,n en f; se deben desaparecer los términos que contengan
las variables x1,xo, ..., x;_1.

3. Si i =n, la funcién potencial viene dada por

f—/fndxn+/f1d:c1+/f2d:p2+...+/fn_1dxn_1,
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donde en f; se deben desaparecer los términos que tengan x, y parai=2,...,n— 1l en f;
se deben desaparecer los términos que contengan las variables x,, x1,22...,Z;_1.

4. Sii =k, con 0 < k < n, la funcién potencial viene dada por

f—/fkdxk+/f1d:r1+/fgdx2+...+/fk1dxk1+/fk+1dxk+1+...+/fnd:cn,

donde en f; se deben desaparecer los términos que tengan xp y para ¢ = 2,3,...,
k—1,k+1,...,n en f; se deben desaparecer los términos que contengan las variables
Thy L1, X25 - -+ Li—1-

Ejemplo 6.17 Considere el campo vectorial F : R? — R? tal que F(x,y,2) = (e®cosy +
b )
yz)i + (xz — e®seny)j + (zy + z)k. Verifique que F' cumple con la condicién necesaria para ser

conservativo y halle su funcién potencial mediante el método descrito anteriormente.

Solucion:  Note que es el mismo ejemplo 6.13. Es claro que F posee todas sus derivadas

parciales de primer orden continuas y ademés se verifica que es irrotacional (ver ejemplo 6.13),
asi I’ cumple con la condicién necesaria para ser conservativo. Defina F' = (f1, fo, f3) tal que
filz,y,z) = e cosy + yz, falr,y,2) = vz — e*seny y f3(x,y,2) = xy + z. Se va calcular la
funcién potencial de tres formas diferentes?.

1. Considere la variable x, entonces la funciéon potencial es

foe) = [fidos [pays [ e

donde para f5 se desaparecen los términos con la variable x y para f3 se desaparecen los

términos con la variables z y y, esto es

/(ezcosy+yz)dx+/0dy+/zdz

2
= e‘”cosy+1:yz+%+K, K eR.

f(z,y,2)

2. Considere la variable y, entonces la funcién potencial es

faws) = [ Ry [fides [ pe

2En la préctica solo se hace de una forma, la idea de hacer las tres es con el fin de mostrar al lector que
cualquiera que se seleccione se llega al mismo resultado.
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donde para f; se desaparecen los términos con la variable y y para f3 se desaparecen los
términos con la variables y y z, esto es

flz,y,2) = /(asz—exseny)dva/Oda:—i—/zdz

2
= xyz+excosy+%+[(, K eR.

3. Considere la variable z, entonces la funciéon potencial es

foe) = [fadst [fidos [ foay

donde para f; se desaparecen los términos con la variable z y para f5 se desaparecen los

términos con la variables z y x, esto es

f(z,y,2) = /(ﬂiy—i—z)dz—i—/ewcosydw—k/Ody

2
= acyz+%+excosy+[(, K € R.

Ejemplo 6.18 Verifique que F(z,y, 2) = (dayz?, 20222, 42%yz + 1) es conservativo.
Y Y Yy

Solucion:  Observe que F posee todas sus derivadas parciales de primer orden. Luego, por el

tercer punto de la observacién 6.7, se va probar que F' es un campo vectorial irrotacional. Para
ello defina fi(z,y, z) = dayz?, folx,y,2) = 22222 v f3(x,y, 2) = 42%y? + 1, asi:

rot ' = VxF
(% _ 05 0K Ofs Ofr %)
dy 0z 0z Ox Ox Oy
= (4:1022 — 42?2, 8xyz — Swyz, 412° — 4:!:22)

= (0,0,0).

De esta manera se concluye que F' es irrotacional y por tanto cumple la condicién necesaria
para ser conservativo. Luego, la funcién potencial viene dada por

faws) = [nios [fedy+ [ e
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donde para fs5 se desaparecen los términos con la variable x y para f3 se desaparecen los términos
con la variables x y y, esto es

flz,y,2) = /(4wyzz)da:+/0dy+/1dz

= 2%y’ + 2+ K, K€R.
Facilmente se comprueba que F' = V f y asi efectivamente F' es conservativo.

Observacion 6.9 Los demds ejemplos estudiados hasta ahora donde F es un campo
conservativo, para determinar la funcion potencial f de F' tal que F' = V f, se pueden realizar
mediante el método anterior. Se invita al lector a realizarlo como ejercicio.

Ejercicios
Ejercicio 248 Determine la divergencia de los siguientes campos vectoriales.
1. F(z,y,2) = (x +cosy,y +senz, z+e").

2. Fx,y,2) =

Ejercicio 249 Considere el campo vectorial dado por

F( ) = . S :
T, Y, z) = (x2 2t z2>3/27 (xQ T2+ Z2)3/2’ ($2 +y2 + z2)3/2

definido en R?® — {(0,0,0)}. Calcule div F.

Ejercicio 250 Considere el campo vectorial dado por F(x,y,2) = (e®seny,e®cosy, z).
Determine div F'.
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Ejercicio 251 Demuestre que cualquier campo vectorial de la forma

F(x7y7 Z) = (fl(y,z),f2<$7z),f3($,y))

tiene divergencia nula, es decir, div F' = 0.

Ejercicio 252 Dado el campo vectorial F : R® — R? tal que F = (fi, fo, f3), donde f;,
para ¢ = 1,2, 3, admite segundas derivadas parciales continuas. Muestre que

div (rot F') = 0.

Ejercicio 253 Sea f : R? — R un campo escalar con derivadas parciales continuas. Verifique
que

, *f  O*f  *f
div(Vf) = Frell 0y? * 022"

Se acostumbra a denotar V2 f = div (V f).

Ejercicio 254 Determine el rotacional de los siguientes campos vectoriales.
1. F(z,y,2) = (:Uexy, e_y,z3).
2. F(x,y,z) = (azy,bz,0), con a y ben R.
= (3552 + 4y, 22y + 52,3z + 4y + 523).
2

22 x +y, 2227).

(
(
5. Fx,y,2) = (2uyz + 2% — 2y + 1, 2%2 — 4oy, 2y + 222 — 2).
(
(

8. F(I’,y,Z) = (l’+y,2$—2’,y+2).
9. F(x,y,2) = (—y* 2% —2%).
10. F(z,y,2) = (y° — 2%, 22 =%, 2 — ).

11. F(x,y,2) = (4zyz?, 220%22 40%yz + 1).

Ejercicio 255 Compruebe que los siguientes campos son irrotacionales.

1. Fz,y,z2) = (21:y3z,31:2y22,:r2y3).
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2. F(x,y,2) = (ey+2z,wey+2z,2xey+2z).

Ejercicio 256 Muestre que un campo constante F(z,y,z) = (a,b,c), con a,b y ¢ constantes

reales, es irrotacional.
Ejercicio 257 Muestre que el campo vectorial identidad F(x,y, z) = (z,v, 2) es irrotacional.

Ejercicio 258 Dados los siguientes campos vectoriales, determine cudl es conservativo y halle
su funcién potencial.

1. Fz,y) = (x,y). 6. F(x,y,z (ey+2z xey+22,2xey+23).
2. F(x,y) = 322y, 23). 7. F(x,y,z (z + 1,2z, 222 + 2y).

3. F(z,y,2) = (10023 + 1, —6y2, 152222). 8. F(x,y,z (:Uy 23,222y, 3x2y222).
4. F(x,y,z) = (2xy3, 2223, 322%y2?). 9. F(x,y,z (2$y,x +2yz,y )

5. F(z,y,2) = (21:@/32,31:23;22,:1323/3).

Ejercicio 259 Conidere el campo vectorial F(z,y,2) = (e” cosy + yz, vz — e* seny, vy + 2).
1. Muestre que es irrotacional.

2. Halle la funcién potencial de F'

Ejercicio 260 Considere el campo vectorial dado por F(z,y) = Y z .
| po v por F(z,y) Ry Ly
1. Compruebe que F' cumple con la condicion necesaria para ser conservativo. .

2. Halle la funcién potencial de F'.

Ejercicio 261 Considere el campo vectorial F(z,y,2) = (—senx seny, cosx cosy — 22, e* — 2y).
1. Muestre que F es irrotacional.
2. Verifique que F' es conservativo hallando su funcién potencial.
Ejercicio 262 Considere el campo vectorial dado por F(z,y,2) = (axy — 23, (a — 2)2?
(1 — a)xz?), con a una constante.
1. Determine el valor de a para que F' sea irrotacional.

2. Determine la funcién potencial f del campo anterior con el valor de a hallado.
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Ejercicio 263 Considere el campo vectorial dado por F(z,y, z) = (z,az2+1, 1+10yz), linebreak
con a una constante.
1. Determine el valor de a para que F' sea irrotacional.

2. Determine la funciéon potencial f del campo anterior con el valor de a hallado.

6.4. Integral de linea

Definicion 6.6 (Caminos en R") Sea r : [a,b] — R" la parametrizacién de una curva C

continua en [a, b], entonces:

1. C se suele llamar camino continuo en el n—espacio (en el caso de n = 2 se llama camino

continuo en el plano y en el caso de n = 3 se llama camino continuo en el espacio).
2. C se dice camino regular si ' existe y es continua en |a, b[.

3. C se dice camino regular a trozos si en el intervalo [a,b] puede descomponerse en un
numero finito de subintervalos en cada uno de los cuales el camino es regular. En este caso,
C es la union finita de caminos, cada uno de los cuales es regular. Un ejemplo se muestra
en la figura 6.4.

Figura 6.4: Curva regular a trozos C =C; UCo UC3 UCy UCs

4. C se dice un camino cerrado si r(a) = r(b).

5. C se dice un camino cerrado simple si C es cerrado y no se corta a si misma, es decir,
r(t1) # r(t2) para cada ty,ts €]a, b], esto a su vez imlplica que la aplicacion r : [a, b] — R™

es inyectiva en |a, b].
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6.4. Integral de linea

6. C se dice un camino cerrado simple regular a trozos si C es cerrada, no se corta a si
misma en |a, b] y es la unién finita de caminos regulares. Ademas, si el camino C es cerrado
simple regular a trozos se supondra que dicho camino es recorrida en el sentido contrario
de las agujas del reloj, en cuyo caso se dice que la direccién es positiva. Un ejemplo se
muestra en la figura 6.5.

Figura 6.5: Curva cerrada simple regular a trozos C = C; U Cy U C3 U C4 U C5, recorrida en
sentido positivo

6.4.1. Integral de linea sobre un campo escalar

Definicion 6.7 (Integral de linea sobre un campo escalar) Sea f : U C R® — R un
campo escalar y sea C un camino regular a trozos en el n—espacio, con parametrizacion r :

la,b] — U C R", entonces se define la integral de linea de f a lo largo de C como

/&w—/f DI (®)dt.

Ademas, se define la integral de linea de f a lo largo de C con respecto a la variable x;,

[sasi= [ o

Observacion 6.10 En la definicién anterior, cuando el camino C es cerrado simple regular

1=1,...,n como

a trozos en el n—espacio, suponiendo que la direcciéon es positiva, la integral de linea de f

f&@—/f NI (©)dt.
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Capitulo 6. Andlisis Vectorial

Ejemplo 6.19 Sea C el segmento de recta x = y con = € [1,2]. Determine el valor de la integral

1
/ ds.
c2x—y

.. 1
Solucion:  Sea f(x,y) = Y Luego, si se parametriza el camino C se tiene que r(t) = (t,t)
r—y

de linea

donde t € [1,2], ademas r'(t) = (1,1). Asi,

/Cfds /f G
= [ 5l
\/5/1 ;dt
ﬁlntﬁj
V21n 2.

Ejemplo 6.20 Calcule /mdes donde la curva C estd parametrizada por r(t) = (cost,sent)
c
con 0 <t <m/2.

Solucion:  Observe que 7'(t) = (—sent, cost), entonces,

/ ryids =
C

* cost sen? t||(—sent, cost)||dt

s

costsen’t dt

Il
wimS— >—

Ejemplo 6.21 Considere el campo escalar f(z,y,2) =  — 3y + 2. Calcule la integral de linea

/ fds, donde C es la curva descrita por el segmento que va desde (0,0,0) hasta (1,1,1) y el
C

segmento que va desde (1,1, 1) hasta (1,1,0).
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6.4. Integral de linea

Solucion:  Un dibujo para la curva C descrita en el ejemplo es la mostrada en la figura 6.6.

Note que dicha curva es regular a trozos (es la uniéon de dos rectas). Con ello se tendria que

/Cfds:/CIdevL/czfds.

Ci

1

Figura 6.6: Curva C = C; UCy

Se va calcular primero f ds. Para ello note que C; es la recta que va desde (0,0,0) hasta
C
(1,1,1), y segun la observacion 2.3 se puede parametrizar como ri(t) = (1 — ¢)(0,0,0)

+t(1,1,1), es decir, r1(t) = (¢,t,t) con t € [0,1]. Asi,

fds = / S ()17 ()l de
_ /1(t—3t2+t)H(1,1,1)Hdt
0 1
o o 2
= x/§/0 (2t — 3t%) dt

_ (t2 B t3) t=1
= 0.

C1

t=0
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De forma andloga se calcula / fds. La parametrizacion de Cs viene dada por

c
ra(t) = (1 —¢)(1,1,1) +¢(1,1,0), es deci2r, ro(t) = (1,1,1 —1t) con t € [0, 1]. Con ello se tiene que

Co

fds = / Fra(t) 730t

_ /(1_3.1+1—t>|r<0,o,—1>Hdt

= /01(—1—75) dt
(9l

3 t=0
= —3
Finalmente se tendria que
/fds- fds+ fds:0+—§:—§.
c a Co 2 2

2

Ejemplo 6.22 Calcule/

C
(acost,asent,bt), con a,b constantes positivas.

%ds donde C es la espiral (una vuelta) de la curva hélice r(t) =
x

Solucion:  Dado que la curva hélice da sélo una vuelta se deduce que t € [0, 27]. Ahora, sea
2
z

= t :
flz,y,z) L entonces

27
[ras = [ seenirola
¢ 0271' b2t2
:/0 a20082t+a2sen2t||(—asent,acost,b)||dt
b+ 02 (7T,
= — t=dt

0
TR <t3>

a?

t=2m

3
8132V a? + b2

3a?

t=0

Ejemplo 6.23 Calcule /xyzdx y /xyzdy donde C es la parte de la pardbola y = 22
C
entre (0,0) y (2,4).
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6.4. Integral de linea

Solucion:  Un dibujo del camino C esté en la figura 6.7 siguiente:

2

Figura 6.7: Camino y = 2 desde (0,0) hasta (2,4)

Las ecuaciones paramétricas del camino C son r(t) = (¢,t?) tal que t € [0,2].
Sea f(x,y) = zy?, con ello se tiene que:

L - ! = 2y2 = 5 = — 6 = —
/Cfdx /O flr()a' (t)dt /Ot(t) dt /0 tdt = =t T3

t=2
. /Cfdy:/OQf(r(t))y'(t)dt:/OZt(t2)22tdt:/022t6dt:§t7 tozg

Ejemplo 6.24 Sea a > 0, plantee /y2 dx 'y /1‘2 dy donde la curva C esta parametrizada por
c c
r(t) = (a(t —sent),a(l — cost)) con t € [0, 27].

Solucion:  Defina f(z,y) = y? para la primera integral y f(x,y) = 2% para la segunda integral.

Con esto se tiene que:

2w 2m 2
. /fdx = flr@)2' (t)dt = / a®(1 —cost)? - a(l — cost) dt = a3/ (1 — cost)®dt.
c 0 0 0
2m 2m 2m
. /fdy = Fr@)y'(t)dt = / a*(t —sent)? - asentdt = a3/ (t —sent)*sentdt.
c 0 0 0

Observacion 6.11 Sean fi,..., f, : U C R* — R campos escalares y sea C un camino regular
a trozos en el n—espacio, con parametrizacion r : [a,b] — U C R™. Es frecuente que
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Capitulo 6. Andlisis Vectorial

las integrales de linea de estos campos escalares a lo largo de C con respecto a las variables z;,
1 =1,...,n, aparezcan juntas, es decir,

/fldx1++/fndxn
C C

Por comodidad de notacién se escribe / fidri+ -+ fndx, en vez de escribir la expresién
c

/ fidey +---+ / fn dx,. Algunos casos particulares son:
C C

1. Si f1,fo : U C R? — R son campos escalares de dos variables, entonces una integral de

linea puede aparecer de la forma

/Cfl dx + fody.

2. Si f1, f2, f3: U C R? — R son campos escalares de tres variables, entonces una integral
de linea puede aparecer de la forma

/fld:c—l—fgdy—i—fgdz.
C

2 2
Ejemplo 6.25 Calcule 7{ y? dz + 2° dy donde C es la elipse T + Y~ — 1 recorrida en sentido

c 4 9
positivo.

Solucion:  La parametrizacién de la curva C es r(t) = (2cost,3sent) con t € [0,27].

Asi se tiene que:

2
j(gf dr+2*dy = / ((3sent)*(—2sent) + (2cost)*(3cost)) dt
c 0

2m
- / (—18sen®t + 12 cos® t)dt
0

2w 27
= —18/ (sent(1 — cos®t))dt + 12/ (cost(1 — sen?t))dt

0 0
cos3t |72 sen3t) |72
= 18 ([ cost — 5 + 12 | sent — 5

t=0
= 0.

t=0

Ejemplo 6.26 Calcule I = /(:102 —y*) dx + (2% + y*) dy, donde la curva C esté descrita por
C
y=1—1|1—2z| desde z = —1 hasta x = 3.
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6.4. Integral de linea

Solucion:  La grafica de la curva C corresponde a la figura 6.8.

Cy

Figura 6.8: Camino y = 1 — |1 — z| desde z = —1 hasta x = 3

Observe que el camino C realmente es la unién de dos caminos rectilineos C; y Co. De esta

forma se tiene que

[:/ (2% — y?) da + (m2+y2)dy+/ (22 — y*) dx + (2% + y?) dy.

C1 C2

= Para / (% — y?) dx + (2* + y*) dy, observe que C; es la recta que va desde el punto
Ci

(=1,—1) hasta el punto (1,1), que se parametriza como ri(t) = (1 — ¢)(—1,—1)
+t(1,1) = (2t — 1,2t — 1) con t € [0, 1]. Asi se tiene que

/C(:UQ—yQ)dx+(x2+y2)dy _ /0[((2t-1>2_(2t—1>2>.2+<(2t—1)2
1 + (2t —1)?) - 2]at

1
= 4/ (2t — 1)2dt
4 0

3

= Para / (2® — y*) dz + (2 + y?) dy, observe que Cy es la recta que va desde el punto (1, 1)

Co
hasta el punto (3,—1), que se parametriza como ro(t) = (1 —t)(1,1) + ¢(3,—1) = (2t +
1,1 —2t) con t € [0, 1]. Asi se tiene que

/ (2 —y*)de + (2® + D) dy = /1[((215 +1)2—(1—2t)%) - 24 ((2t + 1)
Ca 0
+ (1 —2t)%) - —2]dt

1
= —4/ (1 — 2t)%dt
4 0

3
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4
Por 1ltimo es claro que [ = - — 3= 0.

Q| >

Ejemplo 6.27 Calcule /me dr 4 (2® + 2)dy + (x + y + 2) dz donde C es el segmento que va
c
desde el punto (1,0, 2) hasta el punto (3,4, 1).

Solucion:  Observe que en este caso se tiene que fi(z,y,2) = 2y, fo(z,y,2) = 2% + 2

y fs(z,y,2) = x + y + z. Luego, para parametrizar la curva C se usa la observacion 2.3,
asi r(t) = (1 —t)(1,0,2) +¢(3,4,1) con t € [0,1], es decir:

r(t) = (1+2t,4t,2 —1), 0<t < 1.

De esta forma se tiene que

m/%p-a+aﬂ-u-m+u1+%ﬁ+w2—wy4
+ [(1+20)+(4t)+(2—1)] - —1]dt
‘/(%§+2%+9Mt

0

/2:cyd:v+(032+z)dy+(:v+y+z)dz
c

4 2 =1
= (§ﬁ+3ﬂ+w>

3 2 —o
T3
= 5

Ejemplo 6.28 Calcule ]{ ydx + zdy + x dz donde la curva C es la interseccion de las superficies
C
v+y=2yz*+y?+ 22 = 2(z +y) recorrida en el sentido de las agujas del reloj visto desde el

origen, como lo muestra la figura 6.9.

z
J—
Z
W47 /o s o
oI N
iy & B e AW =
T R
"5 - T R AR
i My Lis - 1A\
] + “'--E'-‘,‘-":—JJ A
= ' = —
A = (T I
B e :1|»“‘+—{L_ . _J: - |71 Y
i T -'—{J"'.' ) -2
/“‘ —L"::——'_l‘——l gl ¢
X 5 PR ETE e i ] " 4
— SR O JUu——~F—4-97
NS A
\\'
=Y Tl
XIS

Figura 6.9: Curva de interseccién entre las superficies ¢ +y =2 v 22 + y> 4+ 22 = 22 + 2y
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6.4. Integral de linea

Solucion:  La curva estd dada por la interseccién entre un plano y una esfera, esto es

x 2—y
C: 2., .2 .2
4y +z2¢ = 2z+2y

2

Asi, cambiando el plano x = 2 — y en la esfera 2 + y? + 22 = 2(z + y) se produce la elipse

2
z
(y — 1)2 + — =1, siendo esta la curva C recorrrida en el sentido de las agujas del reloj visto

desde el origen, la cual se parametriza como
r(t) = (1 — cost, 1+ cost,v/2sent),

donde t € [0, 27]. Con estos datos, la integral de linea solicitada viene dada por:

27
%ydm—kzdy—kmdz = / [(1+ cost)sent — v2sentsent + (1 — cost)v/2cost]dt
c 0
2
= / [sent + sentcost + V2 cost — v/2]dt
0

1 t=2m
= (—cost+§sen2t+\/§sent—\/§t)
= —2\/§7T.

t=0

Observacion 6.12 Sea C un camino regular a trozos en el n—espacio parametrizada por r(t) :
R — R"™ con t € [a,b]. Suponga que dicha curva esté recorrida desde un punto inicial A
(corresponde al valor de r(a)) hasta un punto final B (corresponde al valor de r(b)). Si —C
denota la misma curva C pero con orientaciéon opuesta, es decir, el punto inicial pasa a ser B y
el punto final pasa a ser A, entonces se cumple que

/ fds=— / fds.
—C C
En tal caso, también se cumple que

[ rdn==[ ran.

Ejemplo 6.29 Considere el ejemplo 6.27, determine la misma integral pero esta vez la curva C
es el segmento que va desde el punto (3,4, 1) hasta el punto (1,0, 2).

Solucion:  Una opcién es parametrizar C como r(t) = (3 — 2t,4 — 4t,1 +t) con t € [0,1] y
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proceder a calcular la respectiva integral de linea. Sin embargo, usando la observacién 6.12 se

deduce que

/2xyda:+(1:2+z)dy—|—(:1c—|—y—|—z)d2——?,
c

ya que es la misma integral pero en direccién opuesta. Se invita al lector verificar la veracidad

de este resultado calculando la integral de linea mediante la parametrizacién sugerida al inicio
de esta solucion.

6.4.2. Integral de linea sobre un campo vectorial

Definicion 6.8 (Integral de linea sobre un campo vectorial) Sea ' : U C R" — R"
un campo vectorial y sea C un camino regular a trozos en el n—espacio, con parametrizacion

r:[a,b] — U C R™, entonces se define la integral de linea de F' a lo largo de C como

/CF-dr_ /:F(r(t)) () dt.

Observacion 6.13 En la definicién anterior, cuando el camino C es cerrado simple regular a
trozos en el n—espacio, suponiendo que la direccién es positiva, la integral de linea de F' a lo
largo de C se denota como

féF Cdr = /abF(r(t)) (1) dt.

Ejemplo 6.30 Calcule /F -dr donde F(x,y,2) = (2zy,2y, 2?) y C es el camino
c
r:[—1,2] — R3 tal que r(t) = (2t,t — 1,t2).

Solucion:  Observe que para la curva parametrizada se tiene que t € [—1,2] v que ademads
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6.4. Integral de linea

r'(t) = (2,1,2t). Con esta informacion la integral de linea solicitada es

/F-dr = 2F(r(t))-r’(t)dt
c -1

2
F(2t,t —1,1%) - (2,1,2t)dt

—_

(4% — 4t,2t — 2,t%) - (2,1,2t) dt

N

(2(4t% — 4t) + 2t — 2+ 2t°) dt

—_

]

Il
\\H\M\\

(2t° + 8% — 6t — 2) dt

2
= 6t6+ S Op —2t)

—

t=2

3 2

t=—1

w

0.

Ejemplo 6.31 Calcule [ F-dr donde F(x,y,z) = (2%,y,22) y C es el camino que va
c
desde (0,0,0) a (1,0,0), de (1,0,0) a (1,1,0) y de (1,1,0) a (1,1,1). Realice un dibujo del

camino C.

Solucion:  Un dibujo del camino C esté dado en la figura 6.10. Para proceder a darle solucién a

la integral de linea, observe que el camino C es la unién de tres rectas: una primera, denotada por
C1, que va desde (0,0,0) hasta (1,0,0), la segunda recta, denotada por Ca, que va desde (1,0,0)
hasta (1,1,0), y una tercer recta, denotada por Cs, la cual va desde (1, 1,0) hasta (1,1,1). Asi se

/F-drz/F-d?"—i—/F-d?“—ﬁ—/F-dr.
C Cy Co C3

z
4

ls

tiene que:

]
L !
y

Figura 6.10: Camino C
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= Para / F -dr, note que la recta C; se parametriza como r1(t) = (1 — t)(0,0,0)

C
+t(1,0, b) = (¢,0,0), donde t € [0, 1]. Con ello se tiene que

1
/F-dr - /F(t,0,0)-(l,0,0)dt
C1 01
(t2>070> ’ <1a 070) dt

2 dt

Il
Wl ﬁ%

» Para / F - dr, observe que la recta Cy se parametriza como ro(t) = (1 — ¢)(1,0,0)
Co
+¢(1,1,0) = (1,¢,0), donde ¢ € [0,1]. Asi se tiene que

/F~dr =
Ca

1

F(1,,0)-(0,1,0)dt
1

(1,£,0) - (0,1,0) dt
1

tdt

Il
D= S — S — 55—

» Para / F - dr, la recta Cs se parametriza como r3(t) = (1—1¢)(1,1,0)+¢(1,1,1) = (1, 1,¢),

C3
donde t € [0, 1]. Entonces se tiene que

/CSF-dr = /01

_ /0(1,1,t)-(0,0,1)dt
/
1
2

F(1,1,¢)-(0,0,1) dt

Finalmente se obtiene que
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Observacion 6.14 Existe una relacién entre las integrales de linea sobre campos escalares y una
integral de linea sobre campos vectoriales. Por ejemplo, sea F' : R® — R? un campo vectorial
dado por F = (f1, f2, f3), donde fi, fa, f3 : R® — R son campos escalares. Se va usar la
definiciéon 6.8 para determinar la integral de linea de F' a lo largo de una curva regular a trozos
C en el espacio, parametrizada por r(t) = (z(t), y(t), z(t)) con t € [a, b], esto es:

/CF-dr = /abF(r(t)) 7' (t)dt
= / [(F1(r(®)), f2(r(8), fs(r(2))) - (2'(), 4/ (£), 2/ (1)) ] dt
= / [F1(r(0)a" (&) + f2(r ()Y (&) + f5(r(£)2'(1)]dt

— /f1 (t)dt+/abf2(r( dt+/ fs(r
/Cflda:+/cf2dy+/cf3dz

= /fldx+f2dy+f3dz.
C

En resumen, se obtiene la féormula

/F-dr:/fldx+f2dy+f3dz.
c c

Esto quiere decir que una integral de linea sobre un campo vectorial a lo largo de una curva
regular a trozos C en el espacio se puede escribir como una integral de linea sobre los campos
escalares que componen al campo vectorial. De hecho, este resultado se puede generalizar para
campos vectoriales F' : R" — R" donde F' = (f1,..., fn), con f; : R" — R campos escalares
para cada i = 1,...,n. La férmula obtenida es:

/Fd?“ = /fldCCl—FdeIQ—F—l-fndl‘n
C C n
= [ s
Ci=1
donde C un camino regular a trozos en el n—espacio.
Ejemplo 6.32 Sea a > 0y sea F(z,y,2) = (2%,9% 2?) un campo vectorial. Sea C la curva de

interseccion de la esfera 22 4+ y? + 22 = a? y el cilindro 22 + y? = ax con z > 0. Si la curva esté

en sentido de las agujas del reloj vista desde el origen, plantee ¢ F' - dr.
C
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Solucion:  Segtn la observacién 6.14 se debe plantear la integral j{ F-dr = 7{1’2 de +y? dy + 2% dz.
c C

Para ello, se necesita primero parametrizar el camino C, que esta dado por

. x2+y2+z2 = a®
' x2—|—y2 = ax

2
a a
Del cﬂmdro al comapletar cuadrados se obtiene <1: - —) + > = —. De aqui se infiere que

T = §+§costyy— §sent Posteriormente, de la esfera®se deduce qﬁte
22 a2 (x2—|—y2)
= a*—ax
2 <a+acost>
= a" —al=-+=
) 2 2
a
= — — —cost
2 ¢
1—cos(2-3
(1))
2
t
— 2sen?l
= a“sen” .

t
Puesto que z > 0, se tiene que z = asen 5 Por tanto, el camino C se parametriza como
1) = (% 4+ Leost, L sent, asen - t € [0,27]
r(t) = | = + = cost, =sent,asen — con .
2 2 3 2 Y 2 Y Y

Con la informacién anterior se obtiene que

2w ) 2
jngda:+y2dy+22dz = /0 {(g%—gcost) (—%sent)%—(%sent) (gcost>
+ | asen £ (@ cos i dt
2 2 2 '
que corresponde a la integral solicitada. En este caso el integrando no se simplifico.

Observacion 6.15 De forma similar a la observacién 6.12, si C es un camino regular a trozos

en el n—espacio y si —C denota la misma curva C, pero con orientacién opuesta, entonces

/ Fodr——/F~dr.
—C c
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6.4. Integral de linea

Ejemplo 6.33 Sea F(x,y,2) = (x +y,y — 2,2 + 2) y sea C la curva dada por

c_ Ci:ri(t) = (1—¢t2+2¢t,2t) contel0,1],
) Caima(t) = (0,831 con t € [0,2].

Determine la integral de linea de F' a lo largo de C suponiendo que la direccion es en sentido
contrario de las agujas del reloj, visto desde el eje x.

Solucion:  Un dibujo del camino C es el mostrado en la figura 6.11.

T

Figura 6.11: Camino C = C; UCy

Note que / F-dr= / Fdr— / F - dr, donde el negativo de la segunda integral de linea
C C1 Co

se debe a que, segin la parametrizacion dada del camino Cs, esta se mueve en direccion contraria
a la descrita en la figura 6.11. A partir de ello se tiene que:

= Para la integral de linea sobre Cy,

/F-dr =
C1

(x+y)de+ (y—2)dy + (x+2)dz

-

1

(1=t +2+2t)+ (242t =262+ (1 —t +2t)2] dt
1

(t + 3)dt

I
NI S—5— 5—
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= Para la integral de linea sobre Cy,

/F~dr = /(w+y)dw+(y—z)dy+(w+z)dz
CQ C2

2
/[0+(t2—t)2t+t}dt
02
/ (263 — 212 + t)dt

0

14

4 7
3 6

| 3
—_

Por ultimo, se tendria que / Fdr=
c

Ejemplo 6.34 Calcule el valor de %(y — 2)dx + (2 — x)dy + (¢ — y)dz, donde C corresponde a

c
la frontera de la superficie definida por 42422 =1, 2 > 0, 2 = 1 y 2 = —1, la cual est4 orientada

positivamente vista desde el eje z negativo.

Solucion:  La curva C es regular a trozos, es decir, es la unién de las curvas Ci, Co, C3 v Ca,

como lo muestra la figura 6.12. Asi, tomando F(z,y,2) = (y — 2,2 — z.x — y) se tiene que

fF-dr:/F-dT—l—/F-dr—i—/F-dr+/F~dr.
C Cl CQ CS C4

Figura 6.12: Camino C =C; UCyUC3UCy

Note que los puntos mostrados en la figura son A(1,1,0), B(1,—-1,0), C(—-1,—1,0)y D(—1,1,0).

Con lo anterior, se tiene lo siguiente:
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6.4. Integral de linea

» La curva Cy, que va desde el punto A(1,1,0) hasta el punto B(1,—1,0), se puede parame-
trizar como
r1(t) = (1,cost,sent) con t € [0, 7).

Luego,

(=1 +sent + cost)dt =2 — .

/F-dr = / —z)dx + (z — x)dy + (z — y)dz
C1 C1
e

» Elsegmento Cs que va desde el punto B(1, —1,0) hasta el punto C'(—1, —1,0) se parametriza
como
ra(t) = (1 —t)B+tC = (1 —2t,—1,0) con t € [0,1].

Con ello se tiene que

/F-dr = /(y—z)d:c+(z—x)dy+(x—y)dz
Ca Ca

1
= 2/ dt = 2.
0

» La curva Cs, que va desde el punto C'(—1, —1,0) hasta el punto D(—1, 1, 0) se puede parame-
trizar como
r3(t) = (—1,cost,sent) con t € [0, 7).

Sin embargo, segun la figura 6.12, note que esta parametrizacion tiene orientacién contraria

a Cs, y por la observacion 6.15, se debe agregar un negativo a la integral de linea, esto es:

/F-dr = /(y—z)d:c+(z—x)dy+(x—y)dz
Cs Cs

= —/ (—1 —sent — cost)dt =2+ .
0

» El segmento C4 que va desde el punto D(—1,1,0) hasta el punto A(1,1,0) se parametriza
como
r(t)=1—-t)D+tA=(2t—1,1,0) con ¢t € [0,1].

Entonces

/C4F.dr = /(y—z)d$+(z—x)dy+(x—y)dz

Cy

1
= 2/ dt = 2.
0
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Finalmente, se tiene que

]{(y—z)dva(z—x)dy+(1:—y)dz:2—7r+2+2—|—7r+2:8.
c

6.4.3. Aplicacion de las integrales de linea

Suponga que la fuerza que acttia sobre el punto (z,y, z) estd representado por F(z,y,z) =
(fi(z,y,2), fo(z,y, 2), f3(x,y, 2)), donde f1, fo ¥ f3 son campos escalares continuos, en este caso
el campo vectorial F' también se le llama un campo vectorial de fuerzas o simplemente un campo

de fuerza.

Definicion 6.9 (Trabajo) El trabajo realizado por un campo de fuerzas® F = (f1, fo, f3) a lo
largo de una curva C con parametrizacién r : [a,b] — R? estd dado por

W:/F-dr:/fldx+f2dy+f3dz.
C C

Andlogamente, si F' = (f1, f2) y 7 : [a,b] — R?, entonces

W:/F-dr:/f1d$+f2dy.
c c

Ejemplo 6.35 Calcule el trabajo efectuado por el campo de fuerzas F(z,y) = (xy,y) a lo largo
del camino C formado por parte de la pardbola y = 22 que va desde (0,0) a (1,1) y el segmento de
recta que va desde (1,1) a (0,0), en sentido antihorario (se refiere a que la direccion es positiva).

Solucion:  El dibujo de la curva C se muestra en la figura 6.13.

Ci

1

Figura 6.13: Camino C = C; U (s

3En mecénica cldsica, una fuerza realiza un trabajo cuando hay un desplazamiento de su punto de
aplicacion en la direccién de dicha fuerza. Se representa con la letra W y se expresa en unidades de energia,
esto es en julios.
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6.4. Integral de linea

Con ello, observe que

W—j{F-dr—/ F-dr+/ F -dr.
C C1 Ca

» Note C; se parametriza como ry(t) = (t,t?) donde t € [0, 1]. Entonces

1
/F-dr:/xydx+ydy:/(t3+2t3)dt:§.
Cy C1 0 4

» De forma similar, observe que Cs se parametriza como r5(t) = (1 —¢,1—1¢) donde ¢ € [0, 1].

Entonces

! 5
/CQF-drz/CQxyderydy:/O (—(1—t)(1—t)—(1—t))dt:—6.

3 5 1
Finalment ti — 2 _Zt___
inalmente se tiene que W 176 B

6.4.4. Independencia de |a trayectoria.

Definicion 6.10 (Conjunto conexo abierto) Sea U C R" un conjunto abierto, el conjunto U
se llama conexo si todo par de puntos de U puede unirse mediante un camino regular a trozos
cuya grafica estd situada en U, es decir, para cada A, B € U existe un camino regular a trozos
C parametrizado por r : [a,b] — R™ tal que r(t) € U para todo t € [a,b], siendo r(a) = Ay
r(b) = B.

Oee Od

Figura 6.14: Conjuntos conexos Figura 6.15: Conjunto no conexo

Definicion 6.11 (Indepedencia de la trayectoria para una integral de linea) Sea F' :
U C R” — R™ un campo vectorial, con U un conjunto conexo abierto, sea C una curva con
parametrizacion r : [a,b] — U tal que r(a) = Ay r(b) = B, se dice que la integral de
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Capitulo 6. Andlisis Vectorial

linea / F - dr es independiente de la trayectoria si para cualquier curva C’ con parametrizacién
C
v e,d] — U tal que y(c) = Ay y(d) = B se tiene que

/F-dr:/F-dr.
C !

Observacion 6.16 Segtn la definicién 6.11 anterior, se debe tomar en cuenta lo siguiente:

1. Basicamente una integral de linea es independiente de la trayectoria si dado un campo
vectorial F' definido en un conjunto conexo abierto de R™, un punto inicial A € U y un
punto final B € U, entonces para cualquier curva C de A hasta B la integral de linea

/ F' - dr siempre tiene el mismo resultado.
C

2. También se suele llamar una integral de linea independiente del camino.

Teorema 6.3 Si F es un campo vectorial sobre una regiéon conexa y abierta de R”, entonces la

integral / F - dr es independiente de la trayectoria si y sélo si F' es conservativo.
C

Teorema 6.4 (Teorema fundamental para integrales de linea) Sea F : U C R" — R" un
campo vectorial conservativo sobre U un conjunto conexo abierto, sea f la funcion potencial de F'.
Entonces para cualquier curva regular a trozos C en la regiéon U parametrizada por r : [a,b] — U
tal que r(a) = Ay r(b) = B se tiene que

/CF-dr:f

Corolario 6.1 Sea F un campo vectorial conservativo y sea C una curva cerrada simple regular

B

= [(B) = f(A).

A

a trozos, es decir, que su punto final e inicial es el mismo, entonces

]ﬁF-dT:f

B

A

puesto que A es igual a B.

Observacion 6.17 En términos fisicos, si una particula da una vuelta completa sobre una curva
cerrada simple que se halla en un campo de fuerza conservativo, entonces el trabajo realizado es

cero.
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6.4. Integral de linea

Observacion 6.18 De acuerdo con los teoremas 6.3 y 6.4 y el corolario 6.1, se puede establecer
la equivalencia de las siguientes tres proposiciones para un campo vectorial F' = (f1, fa, ..., fn)
sobre un conjunto conexo abierto U:

1. F es conservativo, es decir, F' = V f, donde f es la funciéon potencial de F'.

2. /F - dr es independiente del camino, en tal caso /F ~dr = f(B) — f(A), donde A es el
c c
punto inicial y B el punto final de la curva C.

3. j{ F - dr =0, es decir, la integral de linea de F' sobre todo camino cerrado regular a trozos

c
contenido en U es nula.

En este sentido, si una de las tres proposiciones se cumple, las otras dos también. En cambio,

si una no se cumple, tampoco se cumplen las otras dos. Ademads, en este punto, es importante

retomar el teorema 6.2, pues permite establecer que si F' = (fi, fa,..., fn) posee sus derivadas
parciales de primer orden, una condicion necesaria para alguna de las tres proposiciones anteriores
4
es
of;  0f; .
= , paratodoi,j=1,2,...,n.
ij a.%'z

Cabe preguntarse por qué esta condicién es necesaria pero no suficiente. Para responder
a esta interrogante, considere el siguiente ejemplo.

Ejemplo 6.36 Sea el campo vectorial F' : U C R? — R? con U = R% — {(0,0)}, tal que
—y T
F(z,y) = .

x2+y2’$2+y2

0 0
1. Muestre que F' cumple con las condiciones del teorema 6.2, es decir, verifique que 8—fl = 8—f2
Yy x

2. Verifique que F' no es conservativo en U. Sugerencia: calcule la integral de linea de F' sobre
la circunferencia z? + y2 = 1 y use la observacién 6.18.

Solucion:

1. Defina fi(x,y) = :ch_——iiny y fo(z,y) = ﬁyz Asi, observe que

ofi  —(@*+yH)+2y* yP—a?
dy (z2+92) (2 +y?)?

Ofy 22+ y? — 222 y? — a?
" — = —

ox (;};2 +y2)2 (LE2 _|_y2)2'

0] 0
4Recuerde que en R? esto equivale comprobar que i = ﬁ y en R3 equivale a verificar que F sea

dy ox

irrotacional.
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0 0
Con ello, se tiene que of _ 0/

oy  Ox’
2. Por la sugerencia dada, la curva C descrita por 22 + y? = 1 se parametriza como r(t) =
(cost,sent) con t € [0,27]. Luego,

Fedr = de+ | —— ) d
]({: ' fé(aﬁﬂﬂ) x+($2+y2> !
2

™
= / (—sent- —sent + cost - cost) dt
0

2
:/dt
0

= 2.

Entonces ?4 F -dr # 0, y por tanto F' no puede ser conservativo por el tercer punto de la

C
observaciéon 6.18. Esto demuestra por qué la condiciones del teorema 6.2 son
necesarias pero no suficientes para que F' sea conservativo.

Surge aqui otra interrogante sobre cuando las condiciones del teorema 6.2 son
necesarias y suficientes para que el campo vectorial sea conservativo. En este sentido
se debe considerar la definiciéon de un conjunto convexo abierto, mostrada a continuacion.

Definicion 6.12 (Conjunto convexo abierto) Sea U C R™ un conjunto abierto, el conjunto U
se llama convexo si todo par de puntos de U pueden unirse mediante un segmento completamente
contenido en U, es decir, para cada A, B € U el segmento r(t) = (1 —t)A+tB, t € [0, 1], siendo
r(0) = Ay r(1) = B, esta contenido en su totalidad en U.

o

Figura 6.16: Conjunto convexo y conjunto no convexo respectivamente

Ejemplo 6.37 1. El conjunto R", para n = 1,2,..., es un conjunto convexo abierto.

2. El conjunto {(z,y,z) € R?: 2% + y* + 22 < 1} es un conjunto convexo abierto.
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6.4. Integral de linea

3. El conjunto R? — {(0,0)} no es convexo. Para verificarlo, tome el segmento que inicia en
el punto A y termina en el punto —A, cuya parametrizacion es

rt)=(1—-t)A—tA=(1-2t)A con t € [0,1].

Para t = 3 se tiene que r (1) = (0,0), el cual no pertenece a R? — {(0,0)}. Asi dicho

conjunto no es convexo. Sin embargo, note que si es conexo.

4. El conjunto {(z,y) € R? : 1 < 2% + y? < 4} no es un conjunto convexo abierto. Note que

si es conexo.

Observacion 6.19 De acuerdo con la defincién 6.12, se tiene los siguientes puntos:
1. Todo conjunto convexo es también conexo, lo contrario no necesariamente es cierto.

2. Cuando F' = (f1, f2,..., fn) €s un campo vectorial con todas sus derivadas parciales de
primer orden sobre un conjunto convexo abierto U, entonces las condiciones del teorema 6.2
son necesarias y suficientes para que se cumplan alguna (y por tanto todas) las proposiciones
de la observacion 6.18.

3. En los ejemplos dados a continuacién, los campos vectoriales dados estdn definidos sobre R?
o R3, ambos conjuntos convexos abiertos. En el caso en que estén definidos sobre conjuntos
conexos abiertos y cumplan las condiciones del teorema 6.2, igual se intentara construir su

funcién potencial.

Ejemplo 6.38 Sea F(x,y,z) = (y?cosz,2ysenx + €2?, 2ye?*) un campo de fuerza, calcule el

trabajo realizado por F' a lo largo de una curva C que va de (0, 1, %) hasta (g, 3, 2).

Solucion:  Como no existe una curva C definida o dada, se intuye que el trabajo W = / Fdr
c

puede ser independiente de la trayectoria de C. Para ello, primero se verifica que el campo
vectorial F(x,y,2) = (y? cosz, 2ysenz + €%, 2ye?*) es conservativo, y como F posee todas sus
derivadas parciales de primer orden continuas y estd definido sobre R? (el cual es convexo),
equivale a comprobar que F sea irrotacional. Tome fi(x,y,2) = y? cos
fa(z,y, 2) = 2ysenx + €2* y f3(x,y,2) = 2ye*, con ello note que:

rot F = V xXF

(%_% ofi _0fs %_%)
dy 0z 0z 9dx’ dx Oy

= (2622 —2e%?,0 — 0,2y cos — 2y cos x)

(0,0,0).
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Con ello F' es irrotacional y por consiguiente es conservativo, esto a su vez implica que

W = / F' - dr es independiente de la trayectoria de C. Ahora, como segundo paso, debe existir
c

la funcién potencial f : R — R tal que

F = Vf
= (fl»anfiS) = (fxvfyvfz)
= (y2 cosx, 2y senx + e2?, 2ye?*) = (fas [y £2)s

de donde se forma el sistema siguiente de ecuaciones:

fiﬂ(xvy)Z) =
fy(fL',y,Z) =
fZ(I7y7Z) =

Del sistema anterior seleccione cualquiera

y? cosx (1)
2ysenx +e**  (2)
2y (3)

de las tres ecuaciones, en particular se escoge la

ecuacion (2) y se integra con respecto a la variable y, obteniendo

flw,y,2) = y*senz

+ye +m(r,z)  (4),

donde m(xz,z) es una constante con respecto a y. Ahora, derive (4) con respecto a z,

para obtener

folz,y,2) = y* cosa + my(z, 2),

la cual se iguala a la ecuacion (1), esto es:

2 2
y“cosx + my(z, z) = y* cosz,

de donde se deduce que m,(z, z) = 0. Integrando con respecto a x se tiene que

m(x, z)

= Kj+n(z)

siendo K7 € Ry n(z) una constante con respecto a la variable x y y. Este altimo resultado se

sustituye en (4), como sigue:

flz,y,2) = y2 sen x + ye2'Z + Ky +n(z). (5)

De manera similar al proceso anterior, derive (5) con respecto a z, y se obtiene

fz(x7y7 Z) = 2y622 + nz(z)a
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6.4. Integral de linea

cuyo resultado se iguala a (3), esto es
2ye*® +n,(2) = 2ye**,

entonces n,(z) = 0. Luego, integrando esta ultima igualdad con respecto a z se obtiene que
n(z) = Ko, donde K5 € R. Asi, se cambia esto tltimo en (5), obteniendo la funcién potencial de
F dada por®

fz,y,2) =y*senx + ye** + Ky + Ky = y*senz + ye** + K,

con K € R. No es dificil ver que efectivamente

Vi(x,y, 2) = (y*cosz,2ysenx + e2*, 2ye**) = F(z,y, 2).

Asi, el campo vectorial F' realmente es conservativo. Como tercer paso, se procede a calcular

el trabajo W = / F' - dr mediante el teorema fundamental para integrales de linea, esto es:
C

532)

( - 1
(0.1,3) :f(§73’2> _f(o’l’ﬁ) =9+3¢" —e,

I )

W—Aﬂm—f

siendo este el resultado solicitado.

Ejemplo 6.39 Muestre que la integral de linea /F dr con F(x,y) = 2z + y3, 32y + 4)

C
es independiente de la trayectoria de C. Suponiendo que la curva C tiene punto inicial A(0,1)
y punto final B(2,3), determine el valor de dicha integral de linea.

Solucion:  En el ejemplo 6.15 ya se demostré que F es conservativo y se determind que su

funcién potencial es f(x,y) = 22 + 2y + 4y + K, con K € R, entonces la integral de linea

/ F - dr es independiente de la trayectoria de C. Ahora se va usar el teorema fundamental para
C

50tra forma para determinar la funcién potencial viene dada por

fows) = [ o [y [ fade

donde para fo se desaparecen los términos con la variable z y para f3 se desaparecen los términos con la
variables = y y, esto es

flzyy,2) = /yQCosxda:+/e2zdy+/Odz
= y’senz+ye?** + K, K € R.
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integrales de linea (teorema 6.4) con el fin calcularla, esto es

/CF-dr:f

Ejemplo 6.40 Calcule I = /(2:17 +yz)dx + (2y + x2)dy + (xy)dz donde C es la curva dada por
c

(23)
= f(2,3) — f(0,1) =70+ K — (4 + K) = 66.

(0,1)

mf2> t2+1

r(7f):(t2(1+t),cos<7 m) para t € [0,1].

Solucion:  Si la integral I se calcula mediante la forma tradicional observe que quedarfa una

integral engorrosa de resolver. Esto permite intuir que quizas dicha integral de linea sea indepen-

diente de la trayectoria de C. Para ello, defina el campo vectorial
F(z,y,z) = 2z +yz,2y + 2z, zy),

siendo fi(z,y,2) = 2z + yz, fo(x,y,2) = 2y + 2z y fs(x,y,2) = xy. Note que en el ejemplo
6.12 ya se demostré que F' es conservativo, por tanto, efectivamente, la integral de linea I es
independiente de la trayectoria de C. Ademas, en ese mismo ejemplo se determiné que

f(x,y,z):xyz+m2+y2+K

es la funcién potencial de F. Para calcular I usando el teorema fundamental para integrales de
linea (teorema 6.4), se necesita un punto incial A, que claramente ocurre en ¢t = 0, es decir, A =
r(0) = (0,1,1), y un punto final B que corresponde cuando ¢t = 1, esto es, B = r(1) = (2,0, 1).
Entonces:

(27071)

= £(2,0,1) = f(0,1,1) =4+ K — (1 + K) = 3.
(0,1,1)

I:/CF-dr:f

Ejemplo 6.41 Sea el campo vectorial F(z,y, 2) = (2zyz + y?2, 122 + 2xyz, 2%y + 13?).

1. Muestre que F' es irrotacional.

2. Calcule f tal que Vf = F y use esto para hallar [ = / F - dr, donde C es la curva dada

C
por la ecuacién vectorial

r(t) = (1+6,14+2t21+3t%) con 0<t<1.
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Solucion:  Para mostrar que F es irrotacional se debe comprobar que rot F = (0,0,0),

en efecto, si se define fi(z,vy, 2) = 2zyz + v%2, fo(w,y,2) = 222+ 22y2 v f3(x,y, 2) = 22y + 29°,
entonces:

rot ' ' = VxF
(afg dfs 0ft  0Ofs Of2 3f1)

= (mz + 2xy — (22 + 22y), 22y + v* — 22y + y?), 222 + 2yz — (2w2 + 2yz))
= (0,0,0).

Dado que F est4 definido sobre R? (el cual es convexo) y posee todas sus derivadas parciales de
primer orden, en este punto se puede establecer que F' es conservativo y debe existir su funcién
potencial, la cual es

faa) = [ fidos [ ady+ [ aa

donde para fs5 se desaparecen los términos con la variable x y para f3 se desaparecen los términos
con la variables x y y, esto es

flr,y,z) = /2xyz+y2zdx+/0dy+/0dz
= 2yz+ay’2+ K, K€R.

Es claro que Vf(z,y,2) = (2rvyz + y?z, 2%z + 2zyz, 2%y + xy?) = F(z,y, 2). Para calcular

I = | F-dr se usara el teorema fundamental para integrales de linea, para lo cual se necesita

c
un punto inicial A que ocurre en t = 0, es decir, A = r(0) = (1,1,1) y un punto final B que se
daent =1, asi, B=r(l)=(2,3,4). Con esta informacién se tiene que

I:/CF-dr:f

Ejemplo 6.42 Determine el valor de

(1,1,1)
= £(2,3,4) — f(1,1,1) =48 + T2+ K — (1 + 1+ K) = 118.
(2,3,4)

I= /(Zx seny + 5yz)de + (22 cosy — 6ye* + bxz)dy + (5ry — 3y*e?)dz,
C
donde la curva estd dada por

C o 5% +5y? + 222 — 8wy 4+ 222+ 2yz = 9
T r+y—2 = 0

desde A = (1,0, 1) hasta B = (0,1, 1).
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Solucion:  Observe que si se desea hacer la integral de linea mediante el método tradicional, la

parametrizacion de la curva C resulta ser compleja. Esto hace prever que quizas dicha integral [
sea independiente de la trayectoria de C. En efecto, note que F(x,vy, 2) = (2x seny+5yz, 12 cos y—
6ye® + bxz, bry — 3y?e?) definido sobre R? (el cual es un conjunto convexo), siendo fi(x,y,2) =
2zseny + 5yz, folx,y,2) = 2% cosy — 6ye” + bxz y f3(x,y,2) = dxy — 3y*e*. Con ello, primero
se calcula el rotacional de F', que viene dado por

rot ' ' = VxF
(2 0% 0508 0 _01)

|
—~
vO
\.O
(an)
=

Asi F es irrotacional y consecuentemente es conservativo. Ademas se tiene que la integral de
linea I es independiente de la trayectoria de C. En segunda instancia se procede a buscar la
funcién potencial de F, la cual estd dada por

flz,y,2) = z?seny — 3y’ + bryz + K con K €R.

Luego, como tercer y ultimo paso, y por el teorema fundamental para integrales de linea,

[—/CF-dr—f

se cumple que o

= f(LOa 1) - f(07 17 1) = —3e.
(1,0,1)

. —-mQG
Ejemplo 6.43 Considere el campo gravitatorio de la tierra dado por F(x,y,z2) = %i” y
z

definido en R? — {(0,0,0)}, en donde ¥ = (z,y,2) y m,Q,G € R™T.

1. Muestre que este campo cumple con las condiciones necesarias para ser conservativo

y halle su funcién potencial.

2. Determine el trabajo realizado por el campo dado al mover una particula del punto
A(3,4,12) al punto B(2,2,0) a lo largo de una curva diferenciable C.

Solucion:

1. Observe que el campo vectorial estd dado por

Flo,y,2) = ( —mQGx —mQGy —-mQGz ) ’

($2+y2+22)3/2’ (w2+y2+z2)3/2’ ($2+y2+22)3/2
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6.4. Integral de linea

. _ —mQGx —mQGy —mQGz
siendo fl(x,y,z) T (@2 422)32 fQ(x Y,z ) T (@242 +22)3/2 y fg(.%' Y,z ) T (@2 +22)3% "
Este campo est4 definido sobre R? —{(0,0,0)}, el cual es conexo abierto. Para mostrar que
este campo cumple con las condiciones necesarias para ser conservativo, se va verificar que

es irrotacional. En efecto, note que

0fy __ mQGxy o
Oy (22 +y2+22)52 09z
% B 3mQGzxz B %
0z (22 +y2+22)5%2 Oz
0f __ 3mQGzy 0
or (22412 +22)5/2 oy’
Con estos resultados es claro que rot FF = (0,0,0), es decir, F' es irrotacional.

Posteriormente, la funcién potencial viene dada por

flz,y, =z /fldx+/fgdy+/f3dz

donde para f5 se desaparecen los términos con la variable x y para f3 se desaparecen los
términos con la variables z y y, esto es

flry,2) = /( —mQGe d:t:+/0dy+/0dz

:E2+y + 22)3/2

= T +22)1/2+K K e R

No es dificil comprobar que Vf = F, asi F' es conservativo.

2. Se debe calcular W = / F -dr, la cual es independiente del camino de C ya que F es

c
conservativo. Asi, usando el teorema fundamental para integrales de linea se tiene que

W = f(B)-f(A)

= f(2,2,0) — £(3,4,12)
mQG  mQG
eV \/_13

13v2 -4

G—52 )

Ejemplo 6.44 Sea y > 0, calcule I :/
c

una curva con punto inicial (1, 1, g) y punto final (2,2,0).

xX
e Inydr + (e_ —|—senz) dy + ycos zdz, donde C es
Y
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Solucion:  Es claro que no hay una curva explicita, sin embargo, se brinda el punto inicial y el

punto final de la curva. Esto hace intuir que I sea independiente de la trayectoria de C. Defina

el‘
F(z,y,2) = <e“’ Iny, — + sen z, y cos z), siga como referencia los ejemplos anteriores:
Y

= Muestre que rot ' = (0,0,0), es decir, que F es irrotacional, asi se cumple con las

condiciones necesarias para que F' se un campo vectorial conservativo.

= Obtenga la funciéon potencial de F', la cual que viene dada por
flz,y,z) =€e*lny+ysenz+ K con K €R.

Con ello, concluya que I es independiente de la trayectoria de la curva descrita por C.

= Calcule la integral I usando el teorema fundamental para integrales de linea, esto es

x
I = /ezlnydaz—i—(6—+senz)dy+ycoszdz
C Y

= f(B) - f(4) _
- f(2,2,0)—f(1,1,§>
= —1+¢€?n2,

siendo este el resultado solicitado en el ejemplo.

Ejercicios

Ejercicio 264 Calcule la integral de linea j{ (x 4+ y) ds donde C es un tridngulo con vértices en
C
(0,0), (1,0) y (0,1), recorrida en sentido antihorario.

Ejercicio 265 Determine el valor de la integral I:ffds, donde f(z,y) = |z| + |y
c

2

y la curva C es el circulo 22 + y? = a2, recorrida en sentido positivo.

Ejercicio 266 Halle el valor de la integral de linea I:j{(x2+y2)ds donde C

c
es la curva parametrizada por r(t) = (2(cost + tsent),2(sent — t cost)) con t € [0, 27].

2

Ejercicio 267 Determine el valor de la integral de linea I = / R ds, donde C es la primera
crT Ty
espiral de la hélice r(t) = (acost,asent, at).

376



6.4. Integral de linea

Ejercicio 268 Determine el valor de la integral I = %fds, donde f(z,y) = /2(1 —zy)
c

2 2 — 1
C:{ T +y
—r—y+z = 6

y la curva C es

Ejercicio 269 Sea C la curva de interseccion entre la esfera 22 + 32+ 22 = 1 y el plano y+ 2z = 0.

1. Halle una parametrizacion trigonométrica para la curva C.

2. Considere el campo escalar f(z,y, z) = 2% + 2y%. Muestre que [ = 7{ fds=2m.
c

Ejercicio 270 Calcule la integral de linea I = / F -dr sobre el campo vectorial
c
F(x,y) = (22 — 2zy,y* — 22y) y donde la curva C corresponde a la pardbola y = 2 desde

el punto (—1,1) hasta el punto (1,1).

Ejercicio 271 Determine el valor de la integral de linea I = ]{ F' - dr sobre el campo vectorial

c
F(z,y) = (2a — y,x), para a € R, donde la curva C es el cicloide parametrizado por
r(t) = (a(t —sent),a(l — cost)), t € [0,27].
Ejercicio 272 Considere el campo vetorial F : R? — {(0,0)} — R dado por
F = .

Sea Cj, una curva descrita por ri(t) = (acost,asent), donde ¢t € [0,kn]|, 0 < k < 2. Esta curva
2

realmente corresponde un pedazo del circulo 22 + 4 = a

fF-dr:kw
C

con angulo central k7. Muestre que

Ejercicio 273 Calcule las siguientes integrales de linea.

1. I = %y:z:2 dzx + y dy, donde la curva C es la elipse 32 + 222 — 2ax = 0.
c

2. I = 7{ y*dx + xy dy + xz dz, donde la curva C se genera de la interseccion entre las superficies

C
x2+y2:1yy—z:0.
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3. 1= 7{ (z +2)dz + 3z dy + y* dz, donde la curva C se genera de la intersecciéon entre las
C

superficies 12 + 9> + 22 =1lyx — 2 = 1.

Ejercicio 274 Sea C la curva de interseccién entre la esfera 22 4+ 42 + 22 = a? y el cilindro
22 4+ y? = ay, con a > 0. El sentido de dicha curva es de (0,0, a) hasta (0,a, 0).

1. Muestre que una parametrizacién de dicha curva es

(t)— a ta+a y ™ t te[ 7T7T]
r(t) = 2COS,2 2sen,asen 1 5 con 5 3]

1— t 1l—cos(Z—t t
Sugerencia: use el hecho que 2sen = 2( 2 ) = sen? (% - 5) y suponga que
T i
———]>0.
w(T1)

2. Calcule la integral de linea I = /F -dr, donde F(z,y,z) = (0,0, z).
C

Ejercicio 275 Halle el valor de la integral de linea I = /F -dr, siendo F(z,y,2) = (37%yz —
C

3y, 232 + 3z, 23y + 22) y la curva C une los puntos (0,0,2) y 0,3,0 de la siguiente manera: un

segmento de recta desde (0,0, 2) hasta (3,0,0), y luego por un arco circular (parte de un circulo),

en el plano z = 0, desde (3,0,0) hasta (0, 3,0), como se aprecia en la figura adjunta.

z

[

Ejercicio 276 Calcule la integral I = j{wa dxr + 2y dy + x dz, donde la curva C es cerrada

c
simple y regular a trozos ubicada en el primer octante, dada por C = C; U Cy U C3 tales que

24yt +22 = 1 20 +z2z = 1 472 4+ 42 = 1
G = Y , Co = y C3 = y ,
r = 0 y = 0 z = 0
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6.4. Integral de linea

segun lo muestra la siguiente figura.

Co Ci

1/2

Cs

Ejercicio 277 Determine el valor de la integral de linea
I = %xzey dr — xze¥ dy + z dz,
c

donde C se ubica en el primer octante y que encierra el plano z + y + z = 1, y con orientaciéon
horario vista desde el origen.

Ejercicio 278 Considere el campo vectorial definido por F(z,y) = (2zy,2?). Verifique que la
integral de linea / F - dr tiene el mismo valor para cualquier curva C desde el punto (1,2) hasta

c
el punto (3,2) y halle ese valor.

Ejercicio 279 Determine el valor de la integral de linea I = / F - dr, donde
c

x Y
P = (G )

y la curva C estd parametrizada por r(t) = (e'cost,e'sen(3t)) con t € [0,27].
Sugerencia: muestre que F' es conservativo y halle el valor de I usando su funcién potencial.

Ejercicio 280 Considere la curva C parametrizada por 7(t) = <et2 sen(rt), t? — 2t>, donde t €

0, 1], y el campo vectorial F(z,y) = (2% + 22y —y?, 2% — 22y —y?). Halle el valor de [ = / F-dr.

c
Sugerencia: muestre que F' es conservativo y halle el valor de I usando su funcién potencial.

Ejercicio 281 Sea el campo vectorial definido por F(xz,y) = (3 + 2xy, 2% — 3y?).

1. Verifique que F sea conservativo y halle su funciéon potencial.
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2. Halle el valor de la integral de linea I = / F - dr, donde la curva C esta parametrizada por
¢
r(t) = (e'sent, e cost) con t € [0, 7].

Ejercicio 282 Pruebe que la integral de linea I = /(63:y2 — ) dx + (62%y — 3zy?) dy es indepen-
C
diente del camino que une el punto (1, 2) con el punto (3,4). Ademas calcule el valor de la integral

I de las siguientes dos formas:
1. Parametrizando C como un segmento desde el punto (1,2) hasta el punto (3,4).

2. Usando la funcién potencial de F'.

Ejercicio 283 Dado el campo de fuerzas F(x,y) = (v® + 1,32y + 1).
1. Muestre que F' es conservativo hallando su funcién potencial.

2. Halle el trabajo W realizado cuando se mueve un objeto desde el punto (0,0) hasta

el punto (2,0) a lo largo de la semicircunferencia (z — 1)? + y*> = 1 con y > 0.

3. Halle el trabajo W realizado al mover el objeto a lo largo de toda la circunferencia anterior.
Ejercicio 284 Verifique que
/ Y dy + 2yex+y2 dy=e—e !
c
para cualquier curva C regular a trozos que inicia en el punto (—1,0) y termina en el punto (1,0).

Ejercicio 285 Dado el campo vectorial F(x,y) = (z +y, 2 — y).
1. Muestre que F' es conservativo hallando su funcién potencial.

2. Usando la parte anterior y dada la curva C parametrizada por r(t) = («a(t),5(t))
con a <t < b, pruebe que

/F-dr:
c

Ejercicio 286 Calcule el trabajo realizado por el campo de fuerzas F(z,y, 2) = (2zy, 22 + 2, y)
al desplazar una particula desde el origen hasta el punto (2,0, 8), siguiendo cualquier trayectoria

[(@®)? ~ (3(6)?] +0®)B®) — 5 [(a(@))? ~ (3a)?] + ala)3(a).

N | —

o curva C que una dichos puntos.
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Ejercicio 287 Calcular I = / F - dr siendo C la curva de interseccién entre las superficies 22 +

C
Yy’ + 22 = 2r y 2z = 22 + 32, que va desde el punto A(0,0,0) hasta el punto B(1,0,1) con
desplazamiento en el sentido horario, para un observador en el punto P(0,0,9), donde el campo

vectorial esta definido por F'(z,v,2) = (2xy, 2% + sen 2,y cos z + 2).

Ejercicio 288 Dado el campo vectorial

Y x Y
F =
(.’E,y,Z) (3_273_27(3—,2)2)7

v se C cualquier curva cerrada en el espacio, justifique por qué I = ]{ F-dr=0.
C

Ejercicio 289 Calcular el trabajo W realizado por el campo de fuerzas

F( ) ysen(zy) xsen(zry) 2zcos(xy)
T,Y,2) =
i T+22 0 1422 (14222 )

al trasladar una particula a lo largo de la curva

9

322+ 2y +2=5
8% + 3y? + 222 + 6yz — 14y — 92 = —2

desde el punto A(0, 1, 3) hasta el punto B(1,0,2).
Ejercicio 290 Calcular la integral de linea

I = /C(Qxy + 22e%) dx 4 2% dy + 2ze” dz
a lo largo de la curva

C_ 2 = 222+ 3y?
] yr 42?2 = Sa? 4122

desde el punto A(0, 1, 3) hasta el punto B(—1,—1,5).

Ejercicio 291 Sea el campo vectorial

F(r,y,2) = (—z sec? x4+ y° + 2, 3wy, —tanx) .
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Calcule la integral de linea [ = / F -dr a lo largo de la curva C con ecuacién paramétrica
C

r(t) = (t,In*(1+1),8t%) con t € [O, %]

6.5. Teorema de Green en el plano

Recuerde que una curva C en el plano R? con parametrizacion r : [a,b] — R? es regular a
trozos cerrada simple si es la unién finita de curvas regulares que no se cortan entre si, donde
ademaés r(a) = r(b). También se supone que dicha curva es recorrida en direccién positiva (sentido
antihorario). Ademds, una curva de este tipo es la frontera de una regién conexa R en el plano,
como se observa en la figura 6.17 siguiente:

Co
Cs

Figura 6.17: Curva cerrada simple regular a trozos C = C; U Cy U C3 U C4 U Cs, recorrida
en sentido positivo, que encierra una regién conexa R

Se dice ademaés que la regién R se mantiene a la izquierda de C cuando la direccién es positiva.
Dicho de otra manera, suponga que se camina sobre la curva C en sentido positivo, entonces la
mano izquierda siempre apunta hacia la region R.

Teorema 6.5 (Teorema de Green) Sea C una curva regular a trozos cerrada simple
recorrida en direcciéon positiva y sea R la region que consta de C y su interior. Si fi y fo son
funciones escalares continuas que tienen primeras derivadas parciales sobre una region abierta

que contiene a R, entonces

frarssn [ (2 -5)
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Observacion 6.20 Sea C una curva regular a trozos cerrada simple recorrida en direccién
positiva y sea R una regién que consta de C y su interior, tal que dicha regiéon se puede
descomponer en un nimero finito de subregiones por medio de cortes. Si se aplica el Teorema de
Green a cada subregion obtenida y se suman los resultados, entonces la respuesta obtenida es igual
que haber aplicado el Teorema de Green a la regiéon general R. Por ejemplo,
en particular considere la regiéon R descrita en la figura 6.18.

C

Figura 6.18: Regién R que consta de la curva C regular a trozos cerrada simple y su interior

Introduzca un corte de la regién R, de tal manera que se formen dos subregiones Ry y Ro,
como lo muestra la figura 6.19.

C1

Cy

Figura 6.19: Region R = R; U Ry

Observe que la subregién R; estd limitada por una curva regular a trozos cerrada simple
recorrida en sentido positivo y que estd formada por la unién de las curvas C; y Cs. De forma
similar, la subregiéon Ry esta limitada por una curva regular a trozos cerrada simple orientada en
sentido positivo y que estd formada por la unién de las curvas C3 y C4. Si se aplica el Teorema
de Green a cada subregion se obtiene lo siguiente:

0 0
// (ﬁ—i)d/l:% fld:c—l-fgdy: f1d$+f2dy+ f1d11+f2dy.
R C1UCo C1 Ca

0 0
// (ﬁ—i)dA:j{ fide+ fady= | fide+ fady+ | fide+ fady.
Ro C3UCy Cs Cy
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Posteriormente se suman los dos resultados anteriores, como sigue:

fidxe + fody + fidx + fody + fidx + fady + fidx + fody (1)
Cl CQ Cg C4
Note que las curvas Co y C3 son la misma, pero con orientacién opuesta, esto implica que

fidx + fody + fidz + fody =0.
Ca Cs

Este resultado se usa en la ecuacion (1), obteniendo lo siguiente:

frde+ fody+ [ frde+ fody — f frda+ fady
C1 Cy C1UC4

—  fudo+ oy
c
()
r\Ox Oy
esto por el Teorema de Green aplicado a la regién R.

Ejemplo 6.45 Calcule ]{yZdJ: + 2%dy si C es la curva que limita la regién acotada por y = 0,
c

2 recorrida en direccién positiva.

r=1lyy==x

Solucion:  Observe que la curva C es regular a trozos cerrada simple con orientacién positiva,

como lo muestra la figura 6.20.

Figura 6.20: Region R acotada por la curva C regular a trozos cerrada simple
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Defina fi(z,y) = y* v fo(z,y) = 22, las cuales tienen derivadas parciales continuas en la regiéon
R encerrada por C. Con lo anterior es posible usar el Teorema de Green, esto es:

]{dex+x2dy = // 2x—2y
C
= / / (2x — 2y)dydx

= / 223 — at)dx
0
= 3/10.

Ejemplo 6.46 Calcule %(az + y)dx + (3x + arctany)dy si C es la curva que limita la regién
C
acotada por y =22 — 1,2y =3 -3zvyz = —1.

Solucion:  Note que la curva C es regular a trozos cerrada simple con orientacién positiva,

como lo muestra la figura 6.21.

-1 1
y=1a>—1

-1

Figura 6.21: Region R acotada por la curva C regular a trozos cerrada simple

Luego, defina fi(z,y) =z +yy fo(x,y) = 3z + arctan y, las cuales tienen derivadas parciales
continuas en la regiéon R. Con lo anterior se usa el Teorema de Green, esto es:

]{(:U+y)d:c+(3m+arctany)dy = // (3—-1)dA

| o[ [ e

= / (5 — 3z — 20%)dx
-1
— 26/3.
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Ejemplo 6.47 Calcule ]{ny dr + (2® +y*)dy si C es la elipse 422 + 9y?> = 36 recorrida
C
en direccién positiva.

Solucion:  Claramente la curva eliptica dada encierra una regiéon R. Defina fi(z,y) = 2zy y

fa(z,y) = 2% + y?, ambas funciones con derivadas parciales continuas en R. Asi, por el Teorema

de Green se tiene que

7{2:@ de + (2* +y*)dy = // (2x — 2x) dA
c R
0.

Observacion 6.21 Segin la observacion 6.18, al resultar que

}{ny dx + (2* + y*)dy = 0,
C

entonces dicha integral es independiente de la trayectoria de C y que F(z,y) = (2232, 2%+ y?) es

conservativo.

Ejemplo 6.48 Calcule ]{(4 + eV)dx + (seny + 32%)dy si C es la curva en direccién positiva
C
que limita la regiéon acotada por 22 + 4% = a® y 22 4+ y? = b% con a < b, en el primer cuadrante.

Solucion:  La curva C y la regiéon R se muestra en la figura 6.22 siguiente:

a b

Figura 6.22: Regién R acotada por la curva C regular a trozos cerrada simple
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Defina fi(x,y) =4+ eV y fa(x,y) = seny + 322, ambas poseen derivadas parciales continuas
en R. Por el Teorema de Green se cumple que:

?g(él + eV dx + (seny + 32%)dy = // (6x —0)dA

7152 b
= / / 67 cos 6 - rdrdf, usando coordenadas polares.
0 a

w/2
= 2b3—a3)/ cos 6 df
0

(
(b* —a®).

= 2

Ejemplo 6.49 Sea F(z,y) = (2zy — 2%, 2 + %) y sea C la curva que limita la regiéon R,
determinada por las curvas y = 22 y = y>.

1. Calcule j{ F - dr de manera directa.
C

2. Calcule 7{ F' - dr utilizando el Teorema de Green.
1§

Solucion:

1. Un dibujo del camino C se muestra en la figura 6.23.

1

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
1
Figura 6.23: Regién R acotada por la curva cerrada C = C; UCy

Note que C = C; U (s, por tanto

%F-dr:/ F-dr+/ F - dr.
C Cy Ca
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Para la integral de linea sobre C;, observe que la parametrizacién de esta trayectoria
corresponde a r(t) = (¢,t*) con t € [0, 1]. Asf:

/ F-dr = / (2xy — 2?)dx + (v + y*)dy
C1 Cl
1
= / (2% + 213 + 1?)dt
0
= 7/6.
De forma parecida, para la integral de linea sobre Cs, note que la parametrizacion de esta
trayectoria es r(t) = (t2,t) con t € [0, 1]. Sin embargo, al hacer ¢ = 0 genera el punto (0, 0)
y t = 1 genera el punto (1, 1), esto significa que la parametrizacién produce el recorrrido

de la curva en direccidon opuesta, por lo que se debe agregar un signo negativo a la integral,
esto por la observacién 6.15. Asi:

/ F-dr = / (2zy — o) dz + (v + y*)dy
Co Ca
1

= —/ (4t* — 215 + 2t%)dt
0
= —17/15.

fp.dr—z_ll—i.
- 6 15 30

2. Defina fi(x,y) = 22y — 22 vy fo(z,y) = o + y?, ambas con derivadas parciales continuas

Finalmente se tiene que

en cualquier punto de la region descrita en la figura 6.23. Ademas, dado que la curva es

regular a trozos cerrada simple y que se recorre en sentido positivo, por el Teorema de

féF-dr — //R(l—Zx)dA
_ /Ol/xfu—zx)dydx

= 1/30.

Green se tiene que:

Ejemplo 6.50 Sea C, la circunferencia con radio a y centro en el origen, es decir,

Co = {(z,y) € R? : 2% + y? = a*}. Use el Teorema de Green para hallar el valor de a que

hace méaximo la integral de linea y3dr + x dy.
Ca
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Solucion:  Por el Teorema de Green y usando coordenadas polares se tiene que

fy3dm+xdy = // 1—3y2
Ca
2
= / / — 3r%sen” 0)r drdf

:a

4

Defina la funcién real de variable real f(a) = a*r —

, la cual es continua y diferenciable
en R. Se deben buscar los extremos maximos de esta funcién. Para ello, observe que

f'(a) = 2ar — 3a’n,
la cual se iguala a cero para obtener sus nimeros criticos, esto es:

2am — 3a’T =0

= ar(vV2—-V3a)(vV2+V3a) =0

e

Puesto que el valor a es positivo ya que corresponde a un radio de una circunferencia, se

descarta los valores de a = 0 y de a = —\/g . Faltaria verificar que el valor sobrante a = %
sea un maximo de la funcién f(a), para lo cual se usa el criterio de la Segunda Derivada para

funciones reales de variable real. Con este fin, la segunda derivada de f(a) es

f"(a) = 21 — 9a’r.

2
Luego, observe que f” <\/;> =21 — 67 = —471 < 0, entonces en a = \/g efectivamente esta

el valor maximo buscado, consecuentemente cuando a = \/g la integral de linea j{ yPdr + x dy

a

produce su valor maximo.

Observacion 6.22 Es importante recordar la siguiente férmula, denominada igualdad de Wallis,

la cual puede ayudar a resolver algunas integrales.

/ sen” ¢ dxr = / cos"x dr = 2.46-(n-1)
0 0 1-3:5--n

si n es par.

INIERSIE]

si n es impar.
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Ejemplo 6.51 Use el Teorema de Green para calcular la integral de linea
I—f(xy—i—x—&-y) dr+ (zy+ 2z —y) dy
c
donde C es la circunferencia z? + y? = ax, recorrida en sentido positivo.

Solucion:  Sean fi(z,y) =xy +x +yy folr,y) = 2y + = — y, ambas con derivadas parciales

continuas en cualquier punto de la region encerrada por la curva C, el cual se puede escribir como

a\?2 a
(x — 5) + 9% = T Asi, por el Teorema de Green y usando coordenadas polares se tiene que

ifl(w,y)dx+fz(w,y)dy = //R(y—w)dfl

/2 acosf
= / (rsen — rcos@)rdrdf
—7/2J0

w/2 acosf
= / / (sen § — cos 0)r? drdf
/2 J0

CLE / /2
= 3 / (senf — cosf) cos® 0 df
3 pm/2
= / (cos® B sen § — cos™ 0) df

9:71'/2 71'/2
-2 / cos* 6 do
0=—m/2 0

3 1-3
= ( - z) por la observacion 6.22.

Ejemplo 6.52 Determine el valor la integral de linea I = / 23 senh 2° dz + 4z dy, donde la curva,
C
C es la unién de los segmentos de recta que unen los puntos

A(=1,0), B(2,0), C(2,1), D(1,2), E(—1,2), F(-2,1), G(—=2,-1) y H(—-1, —1),

siguiendo ese orden.
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6.5. Teorema de Green en el plano

Solucion:  La curva C se aprecia en la figura 6.24. Con ello, considere la nueva curva cerrada

simple C' = CUH A y suponga que se recorre en sentido positivo. Ademads, defina fi(z,y) = 23 senh 2°
y fa(x,y) = 4z, ambas con derivadas parciales continuas.

E 5 D
F L C

A B
—2 -1 0 1 2
G H -1

Figura 6.24: Curva C que une los puntos A, B, C, D, E, F, Gy H

Usando el Teorema de Green sobre la region R del plano con frontera C’ se tiene que

%xgsenhxs’d:c—l—élxdy = 4// dA
’ R

4AR
32.

Luego, como C' = C U HA, entonces

f1d:r+f2dy=/f1 dr + faody+ [ fidr+ f2dy,
c c HA

con lo cual

/f1 dot fody=32— [ fide+ fody.
C HA

Para calcular la integral de linea sobre HA, el segmento de recta que une los puntos H y A se
parametriza como r(t) = (1 —t)H +tA = (—1,t — 1) con t € [0, 1], con ello se tiene que

[ filz,y) doe + foz,y) dy = /x3 senh z° dz + 4z dy
HA HA
1
= / ((—1)®senh(—1)° - 0+ 4(—1)- 1) at
0

= —4/dt:—4.
0

391



Capitulo 6. Andlisis Vectorial

Con este resultado, finalmente se tendria que

/fldl'+f2dy:28— 7f1dl’+f2dy:32——4:36
c HA

Observacion 6.23 Si en el Teorema de Green se considera f)(x,y) = —g y falz,y) = g, ambas

con derivadas parciales continuas, entonces:

frweim = JLG-3)m
_ //1dA

= Apg (Area de la regién R).

Este resultado se enuncia en el siguiente corolario.

Corolario 6.2 Sea R una regién limitada por una curva C regular a trozos, cerrada y simple,

recorrida en sentido positivo, entonces el area de R es

1
AR——]{xdy—ydx.
2 Je

Ejemplo 6.53 Use el teorema de Green para calcular el drea de la regiién encerrada por la elipse

2 2
S Y
a b2

Solucion:  La parametrizacion de la curva descrita por la elipse dada es 7(t) = (acost,bsent)

con t € [0,27], ademés suponga que dicha curva eliptica es recorrida en sentido positivo. Ahora,

usando el corolario anterior se tiene que:

j{xdy — ydz.
C

(acost-bcost — (bsent - —asent)) dt

Ap =

N | =

I Il
o3
Nﬁ

® 3

QL

~

= abm.
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Ejemplo 6.54 Use el Teorema de Green para hallar el 4rea encerrada por el hypocycloide de
radio a definido por x5 + y§ = a%, el cual se describe en la figura 6.25.

Figura 6.25: Hypocycloide de radio a

Solucion:  Una parametrizacién para la curva descrita por el hypocycloide es r(t) = (acos®t,asen®t)

con t € [0, 2], la cual estd recorrida en sentido positivo segin la figura 6.25. Con ello se tiene

que
1
Ar = 5]{xdy—ydm
c
2m
= / (acos®t - 3asen®tcost — (asen’t - —3acos® tsent)) dt
332 2
= 5 / (cos4 tsen®t + sen? ¢ cos? t) dt
0
3 2 1 2
- 2 —/ (4sen2t0032t) dt
2 4/
3@2 2 5
= ?/ (2sentcost)” dt
0
3 2 2
= % / sen?(2t)dt
0
_ 3a® /2” 1 — cos(4t) it
8 ) 2
2 1 t=2m
_ 3 (t - = sen(4t)) dt
16 4 -0
B 3a’n
8
Teorema 6.6 (Teorema de Green para regiones con huecos) Sean Cy,Cs,...,C, n curvas

regulares a trozos y cerradas simples, que tienen las siguientes propiedades:

1. Dos cualesquiera de esas curvas no se cortan.
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2. Todas las curvas Cy,Cs, .. .,C, estan situadas en el interior de C;.
3. La curva C; no estd en el interior de la curva C; para cada i # j, 7> 1y j > 1.
4. Se define la curvaC =C;UCy U ---UC,.

Una figura en particular que caracterice lo anterior es la niimero 6.26. Designe R la regién que
consiste en la unién de Cq, con la porcion del interior de C; que no esta dentro de cualquiera de
las curvas Co,Cs, ...,C,. Asi la frontera de R es la curva C. Sean f; y fo con derivadas parciales

continuas sobre un conjunto abierto que contiene a R, entonces

B n + _ afg 8f1
ifldx+f2dy_]({;lfldx+f2dy+k§::2fék f1dx+f2dy—//R (%_6_3/)6[14’

+
donde el simbolo ]{ denota la orientacién positiva de las curvas Cy con respecto a R (la region
C

k
R se mantiene a la izquierda de Cy).

Figura 6.26: Region R con huecos acotada por la curva C =C; UCy UC3 U Cy

Observacion 6.24 Respecto al teorema 6.6 anterior, se debe considerar lo siguiente:

1. A las regiones con huecos como en la figura 6.26 se les llama regiones multiplemente

conexasb.

+
2. El simbolo 7{ no es obligado usarlo, siempre y cuando se considere el hecho que la regién
Cr
R se mantiene a la izquierda de Cy.

3. A partir del resultado de este teorema, se dice que el Teorema de Green en el plano
puede generalizarse a una regién R con huecos, siempre que se integre toda la frontera
manteniendo la orientacion positiva, es decir que se mantenga la region R al lado izquierdo

de C.

6Una regién sin huecos suele llamarse simplemente conexa.
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6.5. Teorema de Green en el plano

4. Una particularidad de este teorema es cuando la regién R consta de un solo hueco, siendo
la frontera la curva C = C; U Cy, como lo muestra la figura 6.27, entonces se obtiene la

férmula siguiente:

_ - 3 ofs  Of
fide+ fody= @ fidx+ fady+ fidx + fody = 222 qA.
C C1 Co R or 8y

Cy

Figura 6.27: Region R con con un solo hueco y con frontera C = C;UCs orientada positivamente

Ejemplo6.55 Sea F(z,y) = (x—y)f+(x+y3)j definido sobre la regién R en el plano xy, limitada
por una curva C; regular, cerrada y simple ubicada en el exterior del circulo Cy : 2% +y? < 1 (ver
figura 6.28). Suponga que la regién R tiene area 10. Mueste que

f F-dr =20+ 2.
C1

\DQ
N

Figura 6.28: Region R y curva C = C; U Cy

Solucion:  Sea fi(z,y) =z —yy folz,y) = 2 + 3. Por el teorema 6.6 se tiene que

+

?él(ﬂv—y)das—k(a:—ky?’)dy—k}{ (as—y)dx+(a:+y3)dy://R(1__1)dA'

Ca
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De lo anterior se despeja la integral solicitada en el ejemplo, esto es

Cy

n
?{(w—y)dx—i—(x—ky?’)dy = 2//RdA—j£2 (x —y)dz + (z +y*) dy
= 2-AR—]{ (x —y)de + (z +y*) dy

Co
= 2-10—%} (x—y)do+ (z +y*)dy. (1)

Ahora, sea R’ la regién dentro de la circunferencia x? + y? = 1, es decir, la frontera de R’ es
Cs. Con ello, se va aplicar el Teorema de Green a R’, pero como Cs no posee orientacién positiva
con respecto a R, se le agrega un signo negativo, esto es:

jéj(x—y)d:c%—(x—l—y?’)dy = —//,(1——1)dA
- _2// aA
= _2.7T./(1)2

-2

Este tltimo resultado se cambia en la igualdad (1), obteniendo que

%(w—y)dm+(x+y3)dy:20+27r.
C1

Ejemplo 6.56 Considere la siguiente figura 6.29.

3 C1

Figura 6.29: Region R acotada por C = C; UCy

Sea Cq la frontera del rectangulo, Cs la frontera de la circunferencia y R la regién entre ambas

figuras. Suponga que }{ F - dr =12, aplique el Teorema de Green para calcular ]{ F - drsise
c c
sabe que ’ '
0fs _0h _ 4
oxr Oy ’
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6.5. Teorema de Green en el plano

en la region R, con F(x,y) = (fi(x,y), fa(z,v)).

Solucion:  Por el teorema 6.6 se tiene que

jiF-dr—f;F-dr://R(%—%—J;)dA,

donde el signo negativo de la integral de linea sobre C; se debe a que R debe quedar a la izquierda
al recorrer la curva, aspecto que no sucede segin el dibujo brindado. De la anterior igual se despeja

la integral de linea sobre Cy, esto es

félF-dr - //R(%_%I)MWSFW

= // —3dA+12
R

- —3//dA+12
R
= -3-Arp+12

Segun el dibujo aportado en el ejemplo, note que Ag corresponde al area del rectangulo de 6

unidades de ancho y 10 unidades de largo, menos el area del circulo de radio 2 unidades, entonces
Ap=6-10 — 7 - (2)? = 60 — 4.
Con este tltimo resultado se obtiene que

]{ F-dT’:—3-(60—471‘)—1—12:127'&'—168.
C1

. —yd. d
Ejemplo 6.57 Suponga que C es una curva regular cerrada simple y sea I = j{ %ﬂzy
c Ty

1. Muestre que si C no encierra al origen (0,0), entonces I = 0.

2. Muestre que si C encierra al origen (0,0), entonces I = 27.
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Solucion:

1. Suponga que la curva C no encierra al origen (0,0). Tome fi(z,y) = ﬁ y falz,y) =
%ﬂ/z, ambas continuas en la regién R acotada por la curva C. Luego se obtienen las
siguientes derivadas parciales:
ofi —a?+4?

oy ~ @
dfs —2% 49

i s
Ambas derivadas parciales tambien son continuas en la regiéon R acotada por la curva C,
esto permite usar el Teorema de Green. Asi:

]:}’{ —ydz + xzdy //( —z? + 2 _—x2+y2):
e 124 y? 22 +y?)?2 (22 +y?)?

Esto a su vez demuestra que I es independiente de la trayectoria de C siembre y cuando la

region R no encierre el origen.

2. Ahora suponga que la curva C encierra al origen (0,0) y tome f1(z,y) = %3’;2 y falz,y) =

x2—+g, ambas con derivadas parciales discontinuas en la regién encerrada por C. Construya
un circulo centrado en (0,0) con radio a tan pequefio que el circulo esté enteramente
contenido dentro de C. Llame a la curva de dicha circunferencia C, y defina la regiéon R a

aquella que esta dentro de C y fuera de C,, como lo muestra la figura 6.30.

&
NP

Figura 6.30: Region R acotada por C UC,
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6.5. Teorema de Green en el plano
Segun el Teorema de Green para regiones con huecos (teorema 6.6), se tiene que

—ydx + xdy —ydx—kxdy —? +y —a? 42
2 5 T 2.2 2 ~ 72 ne | T
c Tty . TP HY? (2 +y*)? (22 +y?)

De lo anterior se deduce que

I_j{—ydx+xdy__j§+ —ydx + xdy
c Ca ’

I2+y2 $2+y2

es decir,

I:]{Jr —ydx + xdy
c. T+Y°

* —ydx + xd
puesto que C, posee direccién opuesta a C. Luego se calcula % —yer T rey de forma

2 1 2
. Tty
directa, esto es parametrizando la curva C, como r(t) = (acost,asent) con t € [0, 27|, asi:

[ 7{+ —ydx + xdy
B c.  rr+y?
2 —asent - —asent+ acost-acost
= dt
a? 0082t+a2 sen? t
a’sen’t + a?cos’t

a?cos?t + a?sen?t

I
:2/1dt

%’2 2

Ejemplo 6.58 Considere la regién R acotada por las curvas ) + yz <1lyax?+y?> 1. Calcule
el drea de R usando el Teorema de Green.

. 22 2
Solucion:  La regién R corresponde al interior de la elipse C; : g + 7= 1 y exterior al circulo

Cy : 2% + 9% = 1, segiin se aprecia en la figura 6.31.

Cy

7]
N

Figura 6.31: Region R acotada por C = C; UCy
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Defina C = C; U Cy, por el corolario 6.2 y por el teorema 6.6 se tiene que

1 1 1 [T
Arp== Q¢ xdy —ydx = = ¢ xdy — ydx + = xdy — ydzx.
2 Je 2 Je, 2 Je,

Observe que ambas curvas se parametrizan respectivamente como
r1(t) = (3cost,2sent), t € [0,27] y
ro(t) = (cost,sent), t € [0, 27].

Con lo anterior, y considerando que Cy posee direccidén negativa, se tiene que

1 1 ("
Arp = = ¢ zdy—ydr+ = xdy — ydx
2 Je, 2 Je,

1 27 1 27
= 5/ (6 cos®t + 6sen®t) dt — 5/ (cos®t +sen’t) dt
0 0
1
= 5(127‘( —27)
= bm.

Ejercicios

Ejercicio 292 Use el Teorema de Green para calcular ?{ zy> dx + 2%y? dy, donde C es la frontera
c
del cuadrado con vértices A(0,0), B(0,1), C(1,1) y D(1,0), recorrida en sentido positivo.

Ejercicio 293 Con el Teorema de Green calcule la integral de linea
7{ (er + sen(yQ)) dx + (23:y cos(y?) + xyg) dy,
C

donde C es la frontera del tridngulo con vértices A(0,0), B(1,0) y C(1,1), recorrida en sentido

positivo.
Ejercicio 294 Calcule]{ (arctan(z’) — 22y + cos(2?)) da + (xzy + sen(y?) + e*y2> dy usando

el Teorema de Green, donde C es el borde de la region R ubicada en el primer cuadrante y

delimitada por las graficas de z =0, 22 + 2 =6 y y? = .
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Ejercicio 295 Considere el campo vectorial F(z,y) = (e, e*7Y), aplique el Teorema de Green
para hallar el valor de la integral ¢ F'-dr, donde la curva C esté formada por cuadro segmentos

C
de recta que une los puntos A(0,0), B(2,2), C(4,2), D(2,0) y de regreso a A(0,0).

Ejercicio 296 Sea C la curva cerrada que une el punto A(0,1) con el punto B(1,1) mediante
un segmento de recta, luego une el punto B con el punto C(1,2) mediante otro segmento, y
finalmente el punto C' con el punto A por medio de la parabola y = 2% + 1. Verifique el Teorema
de Green para esta curva C y el campo F(z,y) = (y +1,—1).

Ejercicio 297 Aplique el Teorema de Green para calcular la integral de linea }{ F - dr, donde
c
223 + 2wy — 2y 293 + 222y + 22
72 + y2 ) 72 + y2
la figura adjunta. Sugerencia: use como referencia la parte 2 del ejemplo 6.57.

el campo vectorial es F(z,y) = ( y la curva C se muestra en

Ejercicio 298 Utilice el Teorema de Green para calcular

j{e“”(l —cosy) dx + e*(—y + seny) dy,
c

donde la curva C es la curva dada por y = senz, 0 < x < m, es decir, es la curva cerrada
compuesta por la grafica de la funcién seno y el segmento de recta sobre y = 0, desde (0, 0) hasta
(m,0). Sugerencia: durante el desarrollo de la integral doble puede integrar por partes, tomando

u = sen’ x, dv = €%, posteriormente use la férmula

/ex sen(2x) dx = % (sen(2x) — 2cos(2x)) + K, K € R.

Ejercicio 299 Emplee el Teorema de Green para calcular la integral de linea

j{ (eﬁ" + 1) dr + <x2 + cos (y‘/i» dy,
c
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donde la curva C es cerrada con direccion positiva y esta ubicada en el primer cuadrante, la cual
se forma por los arcos de circunferencia de radio 1 y radio 2, respectivamente y por los segmentos
rectilineos: 1 <z <2, enelejex; 1 <y <2 enelejey.

Ejercicio 300 Calcule la integral de linea
% (senz® — y°) do + (:1:3 + eyQ> dy,
c

donde la curva C corresponde a la circunferencia recorrida en sentido antihorario dada por z? +
y? = 1. Sugerencia: use el Teorema de Green.

Ejercicio 301 Calcule la integral de linea
I:f(xy—l—x—l—y) dr + (zy + 2z —y) dy,
C

donde la curva C corresponde a la circunferencia 22 + y?> = az. Sugerencia: use el Teorema
w/2 w/2

de Green y puede servir el hecho que / cos*0df =2 / cos*0df y aplicar la férmula de
—7/2 0

Wallis, mostrada en la observacion 6.22 de la pagina 389.

Ejercicio 302 Considere la curva cerrada C recorrida en sentido positivo y que rodea la regién

2 2
R acotada por x <4 — 32y ;C—G + yz < 1. Sea el campo vectorial F'(z,y) = (23y? — 2z, + y?),

verifique el Teorema de Green.

2

Ejercicio 303 Considere la curva C que corresponde al cardioide con ecuacién cartesiana 22 — x + 3>

como se muestra en la figura adjunta’.

<

"En coordenadas polares no es dificil verificar que dicho cardiode tiene ecuacién 7 = 1 + cos 6.
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6.5. Teorema de Green en el plano
1. Muestre que la curva C se puede parametrizar como 7(t) = (cost(1 + cost),sent(1 + cost)),
con t € [0, 27].
2. Haciendo uso del punto anterior y el Teorema de Green, halle el area de la region R

encerrada por la curva C.

Ejercicio 304 Considere la curva 23 + y®> = 3y, llamada el folium de Descartes, la cual se
aprecia en la figura adjunta.

1. Verifique que una parametrizaciéon de dicha curva es

r(t)-( st st ) con ¢ €R—{-1}.

B3+1t3+1

9¢?
2. Verifique que zdy — ydx = mdt.

3
3. Muestre que el area encerrada por el folium de Descartes en el primer cuadrante es 7
Sugerencia: use el Teorema de Green y note que 0 < t < +o0.
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6.6. Parametrizacion de superficies

Definicion 6.13 (Representacién paramétrica de una superficie) Una parametrizacion
para una superficie S en R? es una funcién biyectiva y diferenciable r : R C R?> — R? cuya
imagen es S, es decir, 7(R) = S. La superficie S se puede escribir como

r(u,v) = (@(u, ), y(u, v), 2(u, v),

donde (u,v) € R. Esta igualdad se suele denominar ecuacién vectorial de la superficie S. A la
regiéon R se le suele llamar la proyeccion de S sobre el plano uv y se puede denotar como R,,,.

Observacion 6.25 Si en una superficie S con ecuacién implicita de la forma F(z,y,z) =0, se
puede despejar z tal que z = z(z,y), entonces la parametrizacion de la superficie S se puede
escribir como

r(u,v) = (u,v, z(u,v)) con (u,v) € Ryy,

o bien
r(z,y) = (z,y,2(x,y)) con (x,y) € Ryy.

Los siguientes ejemplos muestran la ecuacién vectorial paramétrica de varias superficies.

Ejemplo 6.59 Represente en forma paramétrica la superficie de la esfera 22 + 3% + 22 = a?.

AR
f @}

ﬂ |
\‘ssst

|
!

ﬂ

\

Figura 6.32: Esfera de radio a con centro en el origen

Solucion:  Usando las coordendas esféricas, la esfera 22 + y? + 22 = a® posee la siguiente

ecuacién vectorial paramétrica

r(4,0) = (asen ¢ cos @, asen psen b, acos ),
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donde (¢,0) € Ry = [0, 7] x [0,27]. En este caso la proyeccién corresponde a un rectangulo en
el plano ¢f.

Observacion 6.26 En la esfera 22 + y? 4+ 22 = a2 se puede despejar la variable z de forma

implicita como sigue

2 _ 92

2=+ a? — 2% — 9y

En tal caso, al tomar z(x,y) = +£4y/a® — 22 —y? y por la observacién 6.25, otra ecuaciéon
vectorial paramétrica de dicha superficie es

T(l’,y): (Z',y,:l: G2_$2—y2>7

donde R, = {(z,y) € R?: 2% +y? < a*}, es decir, la proyeccion estd en el plano zy y corresponde
a un circulo centrado en el origen de radio a. Cabe destacar que al tomar la parte positiva de
z(x,y) se estd parametrizando la parte superior de la esfera (z > 0), y al considerar la parte
negativa se estd parametrizando la parte inferior de la esfera (z < 0).

Ejemplo 6.60 Represente en forma paramétrica la superficie del paraboloide z = z2 + 32,
0<z<h.

Figura 6.33: Paraboloide z = 22 + y? con 0 < z < h

Solucion:  Utilizando coordenadas cilindricas, el paraboloide z = 2 + y? tiene la siguiente
ecuacion vectorial paramétrica:

r(z,0) = (z cosf, zsend, 22)

donde (z,0) € R.9 = [0, h] x [0,27]. En este caso la proyeccién corresponde a un rectangulo en
el plano z6.
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Observacion 6.27 Por la observacién 6.25, otra ecuacion vectorial paramétrica para el paraboloide
z = 2%+ y? con 0 < z < h, se puede obtener de la siguiente forma: tome z(z,y) = 2% + 32,
entonces una ecuacion vectorial paramétrica del paraboloide dado es

r(z,y) = (z,y,2° +y%)

2
donde R;, = {(x,y) eR?: 2?2 +42 < (ﬁ) }, es decir, la proyeccion estd en el plano xy

y corresponde a un circulo centrado en el origen de radio v/h.

Ejemplo 6.61 Represente en forma paramétrica la superficie del cilindro 22 + y? = a2, 0 <
z < h.

% 1 N

u [ 2
rj\_\%“.——%‘/b‘f
i EEL GRS IS S
’\)"\ | T I;:;’/q
Baans Eelul v
N S S
- Tt T
'\lr\ﬂ:\’hr‘r %f':;
< | |
\F,LE'&—AAL—;:/E(\::{/

(e R S I g

8
&
|

Y

Figura 6.34: Cilindro 22 +y? =a? con 0 < 2z < h

Solucion:  Sea z = acosf y y = asenf, entonces una ecuacién paramétrica vectorial del

cilindro dado es
r(0,z) = (acosf,asend, z),

donde (0, z) € Ry, = [0,27] x [0, h]. Es claro que la proyeccién es un recténgulo en el plano 6z.

Ejemplo 6.62 Represente en forma paramétrica la superficie del cono 2% = 22442, —h < z < h.
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Figura 6.35: Cono 22 = 2?2 + y? con —h <z < h

Solucion:  Note que la ecuacién del cono se puede escribir como

N\ 2 U\ 2
z z
lo cual permite sugerir su ecuacién paramétrica vectorial usando coordendas cilindricas, esto es

r(0,z) = (zcosf, zsenb, z),

donde (0, z) € Ry, = [0,27] X [—h, h]. En este caso también la proyeccién es un rectangulo en el
plano 6z.

Observacion 6.28 En el cono 22 = 22 + 4%, —h < z < h, se puede despejar la variable z de

forma implicita de la siguiente forma
2=+ 22+ 92

En este caso, al tomar z(z,y) = +1/2? + y? y por la observacién 6.25, otra ecuacién vectorial
paramétrica de dicha superficie es

r(z,y) = (xvy, ++v/22 + y2) ,

donde R,, = {(z,y) € R? : 22 +y? < h%}, es decir, la proyeccién estd en el plano zy
y corresponde a un circulo centrado en el origen de radio h. Cabe destacar que al tomar la parte
positiva de z(x,y) se estd parametrizando la parte superior del cono (z > 0), y al considerar la
parte negativa se estd parametrizando la parte inferior del cono (z < 0).

Ejemplo 6.63 Represente en forma paramétrica el plano de ecuacién azx + by + cz = d.

Solucion:  Del plano dado se tiene que z = w, suponiendo que ¢ # 0. Con ello tome
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z2(x,y) = d_“—i_by, asi una ecuacion paramétrica vectorial de dicho plano es
d—axr —by
T(ZL" y) = ‘7;7 y7 f )

donde (z,y) € R?.

Observacion 6.29 En el ejemplo pasado, suponiendo que a # 0, también se pudo haber

despejado x y por tanto otra ecuacién paramétrica vectorial del plano ax 4+ by 4+ cz = d es

d—by—cz

= () g em

a

Anéalogamente, si b # 0 y si se despeja y, entonces una tercera ecuacion paramétrica vectorial
del plano ax + by + cz = d es

d—ax —cz

r(z,z) = (x, T,z) con (z,z) € R?

Ejemplo 6.64 Represente en forma paramétrica la superficie 22 + y> =1, 2 = 0.

Solucion:  Note que la superficie es un plano de forma circular centrado en (0,0,0) y de radio

1 sobre el plano zy (o bien, plano z = 0). Entonces, una ecuacién paramétrica vectorial de esta
superficie es

r(z,y) = (z,,0)
donde R,y = {(z,y) € R? : 22 +y? < 1}.

Ejemplo 6.65 Represente en forma paramétrica la superficie plana cuyo borde es la curva

c_ 222 + 22 = 22
B —y+z = 1

Solucion:  Observe que la superficie es la parte del plano —y + z = 1 limitado por el cono

222 + 2y? = 22, como lo muestra la parte coloreada de la figura 6.36.
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Figura 6.36: Superficie plana —y + z = 1 limitada por el cono 222 + 2y? = 22

Para encontrar la proyeccion, del plano se obtiene que z = 1 + y, esto se cambia en el cono
222 4 2y? = 22, se simplifica y se completa cuadrados, obteniendo la elipse

—1)?
x2+(92) -1,

la cual se proyecta en el plano xy. Luego, despeje z del plano y tome z(x,y) = 1 + y, entonces
una ecuacién paramétrica vectorial de la superficie es

T(x7y) = (x7y7]‘ +y)7

donde Ry, = {(x,y) eR:z?+ @ < 1}.

Ejemplo 6.66 Represente en forma paramétrica la superficie del cono cuyo borde es la curva

0 20242y = 22, 2>0
B —y+z =1 ‘

Solucion:  La diferencia con el ejemplo pasado es que esta vez la superficie corresponde a la

parte superior del cono 2z2 + 2y? = 22 limitado por el plano —y + z = 1, como se observa en la
parte coloreada de la figura 6.37.

2
La proyeccién en el plano xy sigue siendo la elipse 22 + @ =1, pero se despeja z del cono y

se considera z(x,y) = /222 4 2y2. Entonces, una ecuacién paramétrica vectorial de la superficie

r(z,y) = (fﬂ Y,/ 222 + 2y2> ,

€s
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donde R,, = {(x,y) eR?: 2% + @ < 1}.

Figura 6.37: Superficie cénica 222 + 2y% = 22, z > 0, limitada por el plano —y + 2z =1

Ejemplo 6.67 Represente en forma paramétrica la regién del cono 22 = x2 + y? limitado por la

esfera 22 + 32 + 22 = 2ax y por encima del plano z = 0.

Solucion:  Como la superficie es la parte del cono y al ser z > 0, entonces se despeja z de

2?2 = 2% + y? y se toma z(x,y) = /22 + y2. Para la proyecciéon sobre el plano xy se halla la
curva de interseccién entre el cono 22 = 2% 4+ 32 vy la esfera 22 4+ y? + 22 = 2ax, obteniendo la

circunferencia )

(et
T — = = —.
2) TV T

Entonces, una ecuacién paramétrica vectorial de la superficie es
r(z,y) = (rc Yy, Vr? + y2> ,
2 2
donde Ry, = {(x,y) eER?: (z—9)"+¢2 < “Z}

Observacion 6.30 En los ejemplos pasados se determina la ecuacién paramétrica de algunas
cuadricas basicas, entre ellas el paraboloide y el cono, sin embargo, es importante retomarlas
v realizar un listado de las parametrizaciones de las otras cuadricas, las cuales se aprecian
a continuacion:

2 2 2

x
» Una parametrizacion del elipsoide — + -5 + — =1 es
a b c

r(u,v) = (acosusenv,bsenusenv,ccosv), con (u,v) € [0,2x] x [0,7].
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6.6. Parametrizacion de superficies

2 2

z x
» Una parametrizacion del paraboloide eliptico de ecuacién — = — + o) corresponde
c a
a
r(u,v) = (avcosu,bvusenu, cv*), con (u,v) € [0,2r] x [0, +o00].
y - o z 2ty
» Una ecuacién paramétrica del paraboloide hiperbdlico representado por — = — — 2
c
corresponde a
r(u,v) = (au,bv,c(u2 - 112)) , con (u,v) € R%
Ademds, otra parametrizaciéon de dicha superficie viene dada por
r(u,v) = (a(u +v),b(u — v),4cuv), con (u,v) € R?.
2 42 2
= Una parametrizacion del hiperboloide de una hoja de ecuacién —2—|—b—2 —— = l corresponde
a c
a
r(u,v) = (acosucoshv,bsenucoshv,csenhv), con (u,v) € [0,27] x R.
22y 2
= Una parametrizacién del hiperboloide de dos hojas de ecuaciéon —— — &% 4+ — = 1

a2 b 2
corresponde a

r(u,v) = (acosusenhv,bsenusenhv,ccoshv), con (u,v) € [0,2n] x R.

2 2 22

v _
= — corresponde

= Una parametrizacién del cono eliptico representado por la ecuacion —2+b—2 5
a c

a
r(u,v) = (av cosu,bvsenu, cv), con (u,v) € [0,27] x R.
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6.7. Areas de superficies

Sea r(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) con (u,v) € R C R? la parametrizacién de una superficie
S, si x(u,v), y(u,v) y z(u,v) poseen derivadas parciales continuas de primer orden,

la derivada de r con respecto a u y con respecto a v se calcula como

o _ (or oy 0
ou  \ou ou ou)’

or _ (05 0y 0
ov ov’ v’ o)’

respectivamente.

Por comodidad de notacion, la derivada de r con respecto a u y con respecto a v suele escribirse

como 7y = (T, Yu, 2u) ¥ v = (Ty, Yo, 2u) de manera respectiva.

Definicion 6.14 (Superficie regular) Sea S una superficie y sea r : R C R? — R? una
parametrizacion de S, con derivadas continuas de primer orden. Se dice que S es una superficie

regular o suave en (u,v) si
or or
— X — #(0,0,0).

Si S se puede partir en un numero finito de superficies regulares, se dice que S es regular

a trozos.

Observacion 6.31 En la definicién 6.14 anterior se debe tener en cuenta lo siguiente:
or

or
1. El producto vectorial Em X En se denominara producto vectorial fundamental
U v
de la representacién r.

2. Si S es una superficie que se puede escribir como z = z(x,y), entonces

i j ok
or  Or
3 < By =11 0 z |=(—2,—2,1) #(0,0,0).
0 1 2
De esta forma, si la superficie S se puede representar como z = z(z,y), entonces

S es regular en todo punto de su dominio.
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Teorema 6.7 Sea S una superficie regular con parametrizacion r : R C R? — R3 tal que
r(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)) donde (u,v) € R, entonces el area de la superficie S es

T' 7"

dA.

Observacion 6.32 En referencia al teorema 6.7, se debe tomar en cuenta lo siguiente:

1. Si S se expresa por la ecuacién F(x,y,z) = 0, donde S puede proyectarse uno a uno sobre
el plano zy y si la ecuacién F'(z,y, z) = 0 define implicitamente a z en funciéon de z e y, es
decir, z = z(x,y), se tendria que

H || = (=22, =2, DI = /22 + 22 + 1.

Entonces, el area de S viene dada por

AS://R,/zgqtz§+1dA,

donde R es la proyeccion de S sobre el plano zy.

2. De igual forma, si S se expresa por la ecuacion F(x,y, z) = 0, donde S puede proyectarse
uno a uno sobre el plano zy y si la ecuacién F(z,y,z) = 0 define implicitamente
a z = z(x,y), entonces, por el Teorema de la Derivada Implicita (teorema 3.13), se tiene

que

y Zy:_Fv
z

con ello se cumple que

As = //R\/@cm |
- IR (R

F2 + P72+ F?2
pu— dA.
ES =

3. Si la superficie S es plana y paralela al plano xy, observe que S se puede parametrizar

como

r(z,y) = (x,y,h),
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donde h es un constante real y ademas (x,y) € R C R?, donde es claro que R es una regién
proyectada sobre el plano zy. De esta manera se tiene que

1

or  or
or 0Oy

AS_//ldA_AR,
R

es decir, el area de la superficie .S equivale al area de la regién R proyectada sobre el plano
xy.

= 11(0,0, )] = 1,

entonces

Ejemplo 6.68 Sea R la regién triangular del plano xy con vértices (0,0,0), (0,1,0) y (1,1,0).

Calcule el drea de la superficie de la parte de la grafica z — 3z = 32 que se encuentra sobre R.

Solucion:  Un dibujo de la regién corresponde a la figura 6.38.

y==z |

1
Figura 6.38: Region R en el plano xy

Note que R = {(z,y) € R? : 0 <2 < y,0 <y < 1}. Tome z = 3z + y?, entonces se tiene que

Ag = //R,/z%—sz,—kldA
1 ry
= //\/1+32+(2y)2d1:dy
0,70
= /y\/10+4y2d3:dy
1432 1032

= -  ~1.73.
12 ’

Ejemplo 6.69 Calcule el drea de la superficie S limitada por el paraboloide z = 9 — 22 — % v
el plano z = 0.
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Solucion:  La superficie se muestra en la figura 6.39.  Observe que la superficie tiene ecuacién

Figura 6.39: Superficie parabdlica z = 9 — 22 — y? limitado por el plano z = 0

vectorial paramétrica r(z,y) = (z,y,9 — 22 — y?) con (z,y) € R = {(z,y) € R? : 2% + y? < 9}.
Tome z = 9 — 2% — y2, con esta informacién se tiene que

Ag = //,/z§+22+1d14
- y
= //\/4x2—|—4y2—|—1dA
R
2 3
= / /\/4r2+1rdrd9
o Jo

™ (3732 — 1)
= —— = UL

Ejemplo 6.70 Calcule el 4rea de la regién sobre el plano = + y + z = a limitada por el cilindro
2% +y? = a® (a > 0), como lo muestra la figura 6.40.
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r+y+z=a

Figura 6.40: Region S sobre el plano x+vy+ 2 = a limitada por el cilindro 22 +y? = a2 (a > 0)

Solucion:  En este caso la superficie S es plana, la cual se puede parametrizar como r(z,y) =

(z,y,a —x —y) donde (x,y) € R = {(z,y) € R? : 2% + y? < a?} y proseguir de forma similar al
ejemplo pasado.

También se puede definir F'(z,y,2) =x +y + z — a, y aplicar la féormula

F2+F2+F?
As = // dA
R £

// V(12 +(1)2+ (1) A
R 1]
V3 [[] 144

R
= V3A4p
= \/571'@2.

Ejemplo 6.71 Sea a > 0. Determine el 4rea de la porcién de la esfera 22 + 32 + 22 = a2 con
z > 0 que se halla en el interior del cilindro 2?2 + y? = ay.

Solucion:  Primero al considerar la ecuacién del cilindro 22 + y? = ay y completar cuadrados

se obtiene que
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Con ello, la superficie S de la esfera 22 + y? + 22 = a? con z > 0 limitada por el cilindro

22 + y? = ay se muestra en la figura 6.41.

x2+y2+22:a

h

T Yy

2

Figura 6.41: Superficie S de la esfera 22 + 3% + 22 = a? con z > 0 limitada por el cilindro

22+ 9% =ay

Ademas, la superficie S tiene como ecuacién vectorial paramétrica a

N%MZ@%vﬁ—ﬁ—f>

2

donde (z,y) € R = {(:U,y) ER: 2%+ (y— %)2 < az} Entonces el area de la superficie
S viene dada por

Ag = //,/z%—l—z;%—ldA
R

2 2
_ —Y
_ // ( —:c2—y> +( a2_$2_y2> +1dA
= dA
//R a2—$2—y2

T asen
ar
= / / — drdf
0 0 vas —rT
T r—asen 6
0 r=0

df
= a2/ (1 —|cos@|)db
0

w/2 T
= a? / (1 —cos®) d9+/ (14 cos®) d9]
0 s

/2
0=m
9:7r/2]

0=m/2

= a® | (6 —senb) + (6 +sen )

6=0
= a*(m —2).
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Ejemplo 6.72 Determine el area de la porcién de la esfera definida por 2% + ¢y + 22 = 9
conz >0y 1<a2?4y? <4, como lo muestra la figura 6.42.

x Y

Figura 6.42: Porcién de la esfera 22 + 9?2 +22 =9 con z >0y 1 <22 +9% <4

Solucion:  De forma similar al ejemplo anterior, como z > 0 de la esfera se tiene que

V9 — a2 —y? Asi, al parametrizar la la superficie S sombreada en la figura 6.42
se obtiene la siguiente ecuacién vectorial

r(r,y) = (I’y,\/9—x2—y2>,

donde (z,y) € R = {(z,y) € R? : 1 < 2% + y? < 4}. Con esta informacién se tiene que

Ag = //R,/zg+zg+1d/1
2 2
-y
= + | ————| +1dA
// < —xz—y> ( 9—x2—y2>

//R m“

= 3/0%/12\/ﬁdrd9
= 67(2v2— V5).
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Ejemplo 6.73 Calcule el 4rea del cilindro 22 + y? = a? de altura h.

Solucion:  Observe que dicho cilindro se puede parametrizar como (6, z) = (acos, asen 6, z),

donde (6, 2) € R =[0,27] x [0, h]. Luego, note que

0 0 ] j £
8—2><8—Z: —asenfl acosf 0 | = (acosf,asend,0),
0 0 1
or  Or . , ,
entonces 50 X 5= Va2cos20 + a2sen2f = a. A partir de esto, el drea buscada estd dada
2
por
ar  Or
As = — X —|| dA
s / /R 20~ 92
27 h
= / / a dzdf
o Jo

= 2rmha.

Ejemplo 6.74 Considere la superficie S dada por 22 +y? =25,y > 0y 2y < z < 12, como lo
muestra la figura 6.43.

Figura 6.43: Superciie S

1. Determine una parametrizacion de esta superficie en coordenadas cilindricas.

2. Calcule el area de esta porcion de superficie cilindrica.
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Solucion:

1. Usando coordenadas cilindricas en la superficie 22 + y? = 25 se deduce que x = 5cosf y

y = bsen . Luego, observe que
2y < z<12= 10senf < z < 12.

De esta forma, una ecuacién vectorial paramétrica para la superficie S sombreada

en la figura 6.43 es
r(0,z) = (5cosh,b5send, z),

donde (,2) € R={(0,2) € R?:0 <6 < 2m,10senf < z < 12}.

2. Para el area, note primero que

0 0 ] j £
r r
%xaz —5senf) 5cosf 0 | = (5cosb,5senb, ),
0 0 1
entonces & X g = 5. Asi, el area buscada esta dada por
200 0z
or  Or
Ag = — x —|| dA
8 / /R 20 " 92

27 12
= / / 5 dzdf
0 10sen 6

2

= 5/ (12 — 10senf) do
0

= 607 — 100.

Ejemplo 6.75 Mediante una ecuacién vectorial en coordenadas esféricas, muestre que el 4rea

de la superficie S dada por la esfera 22 + % + 22 = a? es Ag = 4ma®.

Solucion:  Segtn el ejemplo 6.59, la esfera 22412+ 22 = a? posee la siguiente ecuacién vectorial

paramétrica en coordenadas esféricas,

r(4,0) = (asen ¢ cos,asen psen b, acos @),

donde (¢,0) € R = [0, 7] x [0, 27]. Luego se tiene que
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- - -

P P 7 J k
r r
0_¢X% = acos¢cos acosgpsenl —aseno
—asen¢senf asen ¢ cosb 0
= (a*sen® ¢ cos 6, a®sen? psen b, a® cos psen 6).
Con ello,
or Or 9
7 <2l = @ V/sen? ¢ cos? 0 + sen? ¢ sen? 0 + sen? ¢ cos? ¢
a?y/sent ¢ + sen? ¢ cos? ¢
a’sen ¢.

De esta forma el area de la superficie esférica viene dada por:
or Or

as = [ o6
27 T

= / /a236n¢ dodf
o Jo

= 4dra?,

dA

quedando asi demostrado lo solicitado.

Ejemplo 6.76 La supeficie S tiene ecuacién r(u,v) = u cos vi 4 usen vj+ u?k con 0 <u <4 y
0<v <27,

1. Muestre que S es una superficie cuadratica, identificandola y dibujandola.

7(65v/65 — 1)

2. Verifique que existe un n € N tal que Ag = ———=.

Solucion:

1. Sea r(u,v) = (ucosv,usenv,u?) con (u,v) € R = [0,4] x [0,27] la ecuacién
de la superficie S, con ello tome z = ucosv, y = usenv y z = u’. Note que

2® +y* = (ucosv)? + (usenv)® = u® = 2,

es decir, 22 4+ 2 = 2z, lo cual corresponde a la ecuaciéon de un paraboloide céncavo hacia
arriba con vértice en el origen. Luego,

0<u<4=0%<u®<4?
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corresponde al mostrado en la figura 6.44.

i

Y
Figura 6.44: Superficie parabdlica S limitada por z = 2% + y? con 0 < z < 16

2. Para determinar el area de dicha superficie S se puede seguir trabajando con la ecuacién
r(z,y) = (z,y,2° +°),

vectorial paramétrica dada, o bien, se puede parametrizar de la siguiente forma:

Ag = //}2,/z§+z§+1d14

= //\/4x2+4y2+1d14
R
2 4
= / /\/4T2—|—17’d7“d9
o Jo

donde (7,7) € R = {(v,y) € R: 2% + y? < 16}. Entonces el drea de S viene dada por

s (65\/@ — 1)
6

Es claro que n = 6, lo que resuelve el ejemplo.

Ejemplo 6.77 Considere la superficie conocida como el toro mostrada en la figura 6.45. Si dicha

superficie estd parametrizada por r(u,v) = (b+ acosu)cosvi -+ (b+ acosu)senvj + asenuk
con 0 <u<2ry0<wv<2m conay b constantes, muestre que Ag = 4abr?.
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xT

Figura 6.45: Superficie S conocida como el toro

Solucion:  Primero observe que

- - —

l ' k
or Or J
— X — = —@'Sen u cos v —asenusenv — acosu
ou Ov
—(b+acosu)senv (b+ acosu)cosv 0

= (—a(b+ acosu)cosucosv, —a(b+ acosu)cosusenv,

2

—a(b + acosu)(cos® vsenu + senusen® v))

= —a(b+ acosu) (cosucosv,cosusenv,senu).

Con ello se tendria que,

or  or
ou Ov

= a(b+ acosu)y/cos? ucos? v + cos? usen? v + sen? u

= a(b+ acosu)y/cos? u(cos? v + sen2 v) + sen? u
a(b+ acosu).

Entonces el area del toro es
or Or

As = //R 8ux<9v

27 2w
= / / a(b+ acosu) dudv
O27r 0 u=2m

=2

dA

dv

u=0

= (abu + a* sen )
0

27
= / 2mab dv
0

V=21
= 4abr?,
v=0

= 2mabv

lo que demuestra lo solicitado en el ejemplo.
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ion 6. n relacién con el punto 1 y el punto 2 de la observacién 6.32, si S se expresa
Observacion 6.33 En rel I punto 1 y el punto 2 de la ob 6.32, si S
por la ecuaciéon F(z,y,z) = 0, donde S puede proyectarse uno a uno sobre el plano zz o yz, se

pueden obtener las siguientes férmulas:

1. Si la ecuacién F(z,y,z) = 0 define implicitamente a y en funcién de = y z, es decir,

y = y(z, z), se tendria que

= (=2, L, =)l = V¥2 + 392 + 1.

or " or
Jxr 0z
Entonces, el area de S viene dada por

AS:// VY2 +y2+1dA,
R

donde R es la proyeccién de S sobre el plano xz. Asimismo, al usar el Teorema de la

Funcién Implicita se obtiene la férmula

N
AS:// dA.
R

£y

2. Si la ecuacion F(x,y,z) = 0 define implicitamente a x en funciéon de y y z, es decir,

x = z(y, z), se tendria que

\ (1, —y, —2)| = yfa? + a2+ 1.

Entonces, el area de S viene dada por

ASZ//R«/SC%*l-SUE*l-ldA,

donde R es la proyecciéon de S sobre el plano yz. Andlogamente, al utilizar el Teorema de

o or
oy 0z

la Funcién Implicita se obtiene la férmula

F2+F2+F?
AS:// dA.
R | E |

Ejemplo 6.78 Calcule el drea de la superficie S limitada por el paraboloide y = 4 — 22 — 22 y
el plano y = 0.
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6.7. Areas de superficies

Solucion:  Un dibujo de la superficie S se muestra en la figura 6.46.

2

Figura 6.46: Superficie S limitada por el paraboloide y = 4 — 22 — 22 y el plano y = 0

Dicha superficie se puede parametrizar como r(z, z) = (x,4 — 22 — 22, 2) donde (z,2) € R =
{(x,y) € R: 2% + 22 < 4}. Con ello se tendria que

Ag = //\/y§+y§+1dA
R
= //\/4x2+422+1dA
R

27 2
= / / \VAar? +1 rdrdf
o Jo

m (1732 —1)
; .

Ejemplo 6.79 Determine el drea de la superficie cénica 22 = 22 + 32, z > 0, que se encuentra
dentro del cilindro 3% + 22 = 1.

Solucion:  Se va considerar la proyeccién de la superficie cénica sobre el plano yz. En tal
caso, observe que al hacer z = 0, el cono y el cilindro se cortan en los puntos (O, _\/Li’ \%) y

(O, \/Li’ %@) La proyeccion de la superficie se muestra en la figura 6.47. Posteriormente, de la

ecuacion del cono se tiene que x = /22 — y?, con ello tome z(y, z) = /22 — y?2, entonces una
parametrizacion para la superficie en cuestién es

r(y, z) = ( 2?2 — y27y,2> , donde (y,2) € Ry.
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Capitulo 6. Andlisis Vectorial

Figura 6.47: porcién del cono 22 = 22 + %, z > 0, que se encuentra dentro del cilindro

y? + 22 = 1, y su proyeccion sobre el plano yz

Luego, dado que la superficie es simétrica respecto al eje z, enotonces solo se va considerar el
primer octante, esto equivale a la mitad de la regiéon R, .. De esta forma se tiene que

Ag = // \/ 72+ a2+ 1dA

yz

V2 /192 52
= / / R z2—y2+1d2dy
v [ . ——
_ 4 2/ / _dzd
Y vV 22— /

V2 pl-y?
= 2\/5/ / u/? dudy
1/v/2
= 4\/_/ V1—2y2dy
= 4\/_/ V1 —sen26 —cos0d9

7r/2
= 4/ cos® 0 db
0

= .

Observacion 6.34 En el ejemplo 6.79, otra de forma de resolverlo es considerar la proyeccién

sobre el plano xy, en cuyo caso la proyeccion estd limitada por la curva de interseccion formada

2

por el cono 22 = 22 + 4%, con z > 0 y el cilindro 32 4+ 22 = 1, la cual corresponde a la elipse

2
N (ver figura 6.48).

()
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6.7. Areas de superficies

2

Figura 6.48: porcién del cono 22 = 22 + 4%, = > 0, que se encuentra dentro del cilindro
y? + 22 = 1, y su proyeccioén sobre el plano zy

Luego, del cono se despeja z = /a2 + y2, con ello tome z(x,y) = y/22 + 32, asf una parame-
trizacién para la superficie en cuestién corresponde a

r(r,y) = (fr Yy, V% + y2>

con (z,y) € Ry = {(x,y) ER2: 224+ L, < 1}. Finalmente se tendria que®

Ag = //Rwyw/zg—kzg—i—ld/l
2 y2
= 1dA
/Axy\/x2+y2+x2+y2+

= // V2 dA

Ry
= V2 / / 1dA
Ryy
V2Ag,,

S

Ejemplo 6.80 Determine el drea de la superficie de la esfera 22 + y2 + (z — ¢)? = ¢% que queda
dentro del paraboloide az = 22 + 4%, donde 0 < a < c.

Solucion:  La esfera y el paraboloide se intersecan cuando z = 2¢ — a > 0, esto se obtiene de

8Para el resultado siguiente es importante recordar que el area de la regiéon encerrada por la elipse
2 2
T Yy
? + b_2 = 1 €s alnr.
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Capitulo 6. Andlisis Vectorial

la siguiente forma:

424 (z—¢)? = ¢
= P+ +22 224+ = &
= az + 2% —2cz 0
= z(a+ z — 2¢) 0
= z=0 o z=2c—a.

Posteriormente, es claro que la intersecciéon de las dos superficies ocurre en la parte superior
de la esfera 22 + y? + (z — ¢)? = ¢?, por tanto, despejando z, esta porcién esférica se puede

parametrizar como
T(x,y):<a?,y,c+ 02—$2—y2)7

donde (z,y) € R = {(z,y) € R? : 22 + y* < a(2c — a)}, es decir, la proyeccién es un circulo

centrado en el origen y de radio y/a(2c —a). Ahora, dado que Ag = // \/ 72422+ 1dA,
R

entonces se tiene que

2 2
. 2= z y 22= y
=T 2 g2 2 VT2 g2 2
2 2 2
9 o B x y B c
- Z$+Zy+1_02—:1:2—y2+02—:1:2—y2+1_02—x2—y2'

Con lo anterior, y usando coordendas polares, el area de superficie solicitada en el presente

Ag = //,/z§+z§+1dA
R

1
T
R /2 — x2 — y2

/27r /\/a(Zc—a)
= C
0 0

ejemplo viene dada por

r
—— drdf
V2 —1r2

= 2mca.
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6.8. Integral de superficie

6.8. Integral de superficie

Una integral de superficie es a las superficies en el espacio lo que una integral de linea es a las
curvas en el plano. Segtn esta relacion, a continuacion se define una integral de superfcie sobre
un campo escalar y luego una integral de superficie sobre un campo vectorial (que también suelen

conocerse como integral de flujo).

6.8.1. Integral de superfie sobre un campo escalar

Definicion 6.15 (Integral de superficie sobre un campo escalar) Sea R una regién abierta

y medible y sea S una superficie regular parametrizada por la funciéon r(u,v) con primeras

or Or
derivadas parciales continuas, donde (u,v) € R, de modo que ||— X —H # 0 para todo (u,v) €

ou 0

R, r es una biyeccién entre Ry S. Sea f un campo escalar definido y acotado sobre S, la integral

de superficie de f sobre S se define como

flyos= e

siempre que exista la integral doble del lado derecho.

or 67“

—|| dA,
61}

Observacion 6.35 En relacién con la definicién 6.15 anterior, se deben tomar en cuenta
los siguientes puntos:

1. Si el campo escalar f es igual a uno, es decir, f = 1, entonces:

Jes= 1.5

que es precisamente la integral doble que determina el area de la superficie S. Asi se puede

or 87“ dA,

definir el area de la superficie S como

A= [[1as
S

2. Si S se puede expresar explicitamente, en particular z = z(z,y), entonces una parame-

trizacion para S es r(z,y) = (z,y,2(x,y)) con (z,y) € R C R? donde es claro que
8r or

0u v

= (—2g, —2y,1). Sea f: R3 — R un campo escalar definido y acotado en S, asi

/ [ yas - //R Fr () (=2, =2, 1) dA
_ /Rf(x,y,z(x,y)), [22 4 22+ 1dA.
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Capitulo 6. Andlisis Vectorial

3. Suponga que la superficie S se halla sobre alguno de los planos coordenados, entonces la
integral de superficie de f sobre S se reduce a la integral doble de f sobre la proyecciéon
de S. Por ejemplo, en particular, si S se halla sobre el plano xy, es decir, cuando z =0 o
bien z(x,y) = 0, entonces una parametrizacion para S es

r(z,y) = (z,9,0),

donde (z,y) € R, asi se tiene que

jogfds = /ygf@mxﬂn)végljgjfgdA
= /@f@wﬁhﬁdA

_ [Lﬂ@%®¢4

4. En ocasiones la superficie S puede ser regular a trozos, es decir, S puede ser la uniéon de

varias superficies regulares.

Ejemplo 6.81 Evalte 222 dS, suponiendo que S es la parte del cono circular 22 = 22 + y?

S
que se encuentra entre los planos z =2y z = 4.

Solucion:  Para este ejemplo se esté integrando sobre la superficie S mostrada en la figura

6.49.

= 2 2
= =2+

N

3

x 4 Yy

Figura 6.49: Superficie cénica S limitada por 22 = 22 + 4% y los planos z =2y z = 4
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6.8. Integral de superficie

En este caso, como z es positivo, al despejarlo de la ecuacién del cono se tiene que
2z = /2% + 92, asi una parametrizaciéon para S es

r(r,y) = (x Yy, V2 + yz) :

donde (z,y) € R = {(z,y) € R? : 4 < 22 4+ y? < 16}, es decir, la proyeccién sobre el plano zy es

un anillo circular.

Segtin el punto 2 de la observacién 6.35 y tomando f(z,y, 2) = 2z, se tiene que

//Sfdsz//Rf(x,y,z(x,y))\/mm

A partir de lo anterior note que

2

x ¢ 9 T
m z, = —————, entonces 2z, = .
Vv +y? z? +y?
2
Yy 2 Yy
= zy, = ——————, entonces z

Vat+y? ety
T2 y2
2 2 — —
. N/szrzerl\/%hryzJrgCQerQﬂtl\/5.

Asi se tendria que

//SxdeS:/ 2212 +2V/2 dA
:f// 222 + 42 dA

27
= \/_/ /r cos? 0 drdf

9927v2 2

Ejemplo 6.82 Calcule / / ~=dS donde S es la parte del cilindro z — y? = 0 que se encuentra

en el primer octante, entre los planos 2 =0,z =4, y=1y y =2.

Solucion:  Un dibujo de la superficie S se muestra en la figura 6.50.
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| L

Figura 6.50: Superficie S en el primer octante, limitada por x = y? entre los planos z = 0,
z=4y=1yy=2

Ademds, la proyeccion de dicha superficie se va considerar sobre el plano yz. Tomando z = 32,
la superficie S se puede parametrizar como

r(y,z) = (y*,y, 2)

donde (y,2) € R = {(y,2) € R? : 1 <y < 2,0 <z < 4}. Sea f(z,y,2) = %, entonces
Y
se tiene que

/de = / f(r(y, 2 x2+x2+1dA
S
= //—\/4y2+1dA
R Y
2 4
= //yzs/4y2+1dzdy
1 Jo
= (1732 —5%2),

dS donde S es la porcién del cilindro 22 4 32 = a? limitado

Ejemplo 6.83 Calcular //

g a?+ 22
por los planos z =0y z=h, h > 0.

Solucion:  La parametrizacion de la superficie cilindrica S estd dada por

r(6,z) = (acosf,asend, z),

donde (0, z) € R = [0,27] x [0, h]. Luego, observe que

0 0 ] J £
r r
'%xa = —azen@ acgsﬁ (1) = ||[(acosf,asend,0)| = a.
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6.8. Integral de superficie

Defina f(z,y,z) = entonces se tiene que

a? + 22’

J[ras = [[ ro0.0n)
- //RGQLHQOZA

- /O%/Oh#dzde

—

Ejemplo 6.84 Calcular // In(z) dS donde S es el casquete de esfera 2% + y? + 22 = 1 con
S

1

or  Or
X_

00 " 0z dA

Solucion:  Un dibujo de la superficie S se muestra en la figura 6.51.

L
/]

[
|

gy
( I'll

l il T
1]

Figura 6.51: Casquete de esfera 22 4+ y® + 22 = 1 entre los planos z =1 y z =1

Usando coordenadas esféricas, una parametrizacion de S es

r(¢,0) = (sen ¢ cos B, sen psen b, cos ¢),
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donde es claro que (¢,0) € R = [0, %] x [0,27]°. Luego, note que
i i k
H@gb 20l = cospcosf)  cospsenfl —seno
—sen¢senf sen¢cosf 0

Capitulo 6. Andlisis Vectorial

= (sen? ¢ cos 0, sen® ¢ sen 6, cos ¢ sen ¢(cos? O + sen? )

= /sen ¢ cos? 0 4 sent ¢ sen? 0 + cos? ¢ sen? ¢

= /sen? ¢ + cos? psen? ¢
= /sen2 ¢(sen? ¢ + cos? )

= seno.

Con ello defina f(z,y,z) =

ffsss - Jfseon]?

A

= m(ln2-1).

_x_

- [ o

or

dA

n(cos ¢) sen ¢ dodb

In(z), entonces la integral de superficie solicitada es

Para calcular la integral doble anterior recuerde que / Inde =z(lnz—-1)+C, C eR.

Ejemplo 6.85 Calcular // 1dS donde S es la porcién del cono z? = 22 +y? con z > 0, limitado

por la esfera 2+ y2 + 22 = 2ax.

Solucion:

Por la parte 1 de la observacion 6.35, realmente se esta preguntando por el area de

la superficie S. Luego, como dicha superficie es parte del cono, donde z > 0, entonces se tiene que

2(w,y) =

\/x? + y2. Para parametrizar S se necesita identificar su proyeccion R sobre el plano

xy, la cual queda definida por la curva de intersecciéon entre el cono y la esfera, siendo esta la

circunferencia

a (12

2 2
(e-5) +v =T

Con esta informacién, la parametrizacién de S esta dada por la formula

r(r,y) = (fv Yy, Va2 + yz) :

9Para el movimiento del dngulo ¢, note que si z = % = cos¢p =
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6.8. Integral de superficie

donde (z,y) € R = {(x,y) eR?: (z - %)2 +y? < ‘2—2} Asi se tiene que

1dS = // 224224 1dA
Jfres = J)vEes
2

T 2
= // 2 5 T 2y 2+1dA

]

= V2Ap
V2a*

T

. 4
Ejemplo 6.86 Calcular // (z + 2z + Ey) dS con S la parte del plano 6x + 4y + 3z = 12
S

situada en el primer octante.

Solucion:  Un dibujo de la superficie S formada por el plano 6z + 4y + 3z = 12 en el primer
octante, més su proyeccion en el plano zy, se muestra en la figura 6.52.

z

44

T

Figura 6.52: Superficie S formada por plano 6z + 4y + 3z = 12 en el primer octante y su
proyeccion en el plano zy

Luego, al despejar z del plano 6z + 4y + 3z = 12 se tiene que z(z,y) =4 — 2z — %y. Con ello,
una parametrizacién para la la superficie S es

4
T(x7y) = (SU,y,4 —2r — §y> )
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donde (z,y) € R = {(z,y) €ER*: 0 <2 <2,0 <y <3— 3z} Defina f(z,y,2) =z + 2z + %y
entonces la integral de superficie estd dada por

/sde = //f(r(x,y)) 22+ 22+ 1dA
= //( —2x——y+2x+3y)%dz4
- 4\/_1//1dA

4[1

2-3
2

= 4\/6_1.

Ejemplo 6.87 Calcular zdS donde S es la superficie del tetraedro limitado por los planos
S
coordenados y el plano 2z + 4y 4+ z = 8.

Solucion:  La diferencia con el ejemplo pasado es que el tetraedro estd compuesto por 4 caras,

como lo muestra la figura 6.53.

Figura 6.53: Superficie S = S; U Sy, U S5U Sy

Defina f(z,y,z) = z, en base con lo anterior se tiene que

//Sde—/SldeJr/SQdeJr/szdSJr/S4de.

A continuacién se va calcular cada una de las integrales de superficie anteriores.
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6.8. Integral de superficie

1. Para / fdS, note que la parametrizacién de la superficie S; es
S1

r(z,y) = (z,y,8 — 4y — 22)

donde (x,y) € R = {(x,y) ER?:0<2<4,0<y<2— %} Entonces se tendria que

/slfds //frfﬁy)\/md/x

2-3
= \/_// (8 — 4y — 2x) dydx

2. Para / fdS, por la parte 3 de la observacién 6.35, se tiene que
Sa

//52de — /4f£x;y,0)d/1
- /0/0 * 0 dyda
0

3. Para / fdS, por la parte 3 de la observacion 6.35, se tiene que
Ss

/ngdS = // £(0,,2) dA

8—4y
= // z dzdy

3

4. Para / fdS, por la parte 3 de la observaciéon 6.35, se tiene que
S

/ fds = // (2,0,2) dA
S 8—2z
= // z dzdx
18
= 5
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Finalmente se obtiene que

7 64 128 7
dS =324/~ + 0+ — + 222 =32,/ % 1 64,
//Sf \/;+ Tyt \/;+

Ejemplo 6.88 Seaa >0y b > a. Halle // 1dS donde S es el toro dado por
S

r = (b+acosu)cosv
= (b+acosu)senv con0<u<2m, 0<¢<2m.
z = asenv

Solucion:  Por la parte 1 de la observacién 6.35 realmente se esté preguntando por el drea del

toro, el cual ya se resolvio en el ejemplo 6.77. Asi se tiene que

// 1dS = 4abr>.
S

6.8.2. Integral de superficie sobre un campo vectorial (Integral de flujo)

Antes de definir la integral de superficie sobre un campo vectorial, se debe tener presente los

siguientes puntos.

1. Sea R una regién abierta y medible y sea S una superficie regular parametrizada por la
funcion r(u,v) con primeras derivadas parciales continuas, donde (u,v) € R, los vectores

normales unitarios a S en (u,v), denotados por 7(u,v), se definen como

&Xar

— __Ou ov
N o

Por comodidad de notacion, se suele expresar 7i(u, v) solo como 7.

2. Si S se puede expresar explicitamente, en particular z = z(z, y), siendo una parametrizacion
para S la ecuaciéon r(z,y) = (x,y,2(z,y)) con (z,y) € R C R? entonces los vectores

normales unitarios a S son
(=22, —2y, 1)

ii(z,y) = :
N R

Definicion 6.16 (Integral de superficie sobre un campo vectorial) Sea R una regién
abierta y medible y sea S una superficie regular parametrizada por la funcién r(u, v) con primeras
derivadas parciales continuas, donde (u,v) € R, r es una biyeccién entre R y S, de modo que
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6.8. Integral de superficie

proporciona una orientacién que coincide con un campo continuo de vectores 7i(u,v). Sea F' un

campo vectorial definido y acotado sobre S, se define la integral de superficie de F' sobre S como

[ Fas = [[ Fotwo)-ato

siempre que exista la integral doble del lado derecho.

or &
8u ov

dA,

Observacion 6.36 En cuanto a la definicién 6.16 se debe considerar lo siguiente:

1. Si se utiliza la definicion de vector normal unitario a la superficie S, entonces la integral de
superficie sobre un campo vectorial se puede representar de forma madas simple,

en efecto:
R or  Or
//SF-ndS—// (uv)a 0 dA
35 X o lor 87“
= —ou v —|| dA
// ‘ gg x or H o o
- //RF ' (% ) i
Entonces,

[ as =[] rotwn- (2 2) an

2. Sea F': R® — R3 un campo vectorial, suponga que F(z,y, z) representa la densidad de
flujo de una corriente de fluido, entonces la masa total de fluido que pasa a través de S por
unidad de tiempo en la direccién de 71 es la integral de superficie

[ Fas
s

Por ello la integral de superficie sobre un campo vectorial es llamada también integral de
flujo.

3. Es claro que si S se puede expresar explicitamente, se tienen los tres casos dados

a continuacion:

» S:r(x,y) = (2,9, 2(z,y)), donde (z,y) € R, C R?, entonces

//SF.ﬁdS://Rzy F(r(2,y)) - (=20, —2, 1) dA.
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s S:r(x,2) = (z,y(,2),2), donde (z,2) € R,. C R?, entonces

//SF.ﬁdS = //R F(r(z,2)) - (=ya, 1, —y2) dA.

» S:r(y,2) = (2(y, 2),y, 2), donde (y,z) € Ry, C R?, entonces
// F-idS = // F(r(y,2)) - (1, —xy, —x,) dA.
s Ry

4. La integral de flujo / / F - 1ndS también se acostumbra a escribir como / / F-dS, por
s

s
tanto, cualquiera de estas dos notaciones se pueden utilizar a lo largo del texto.

5. En ocasiones la superficie S puede ser regular a trozos, es decir, S puede ser la unién de

varias superficies regulares.

Ejemplo 6.89 Calcular // F-dS si F(z,y,z) = (0,0,1 + z) y S es la porcién del plano
S
z=a+1y, a>1,acotado por % + y? = 1.

Solucion:  Tome z(x,y) = a + y, la superficie S se puede parametrizar como

r(z,y) = (v,y,a +y)

donde (z,y) € R = {(x,y) € R? : 22 + 4?> < 1}. Con ello, y usando coordenadas polares,

//SF-dS = // F(r(z,y)) - (=22, —2y,1) dA
- //001+a+y> (0,—1,1) dA

Vector normal del plano.

= // (1+a+y)dA

= (1 +a+rsenf)rdrdd
2

r=1
( (1+a)+ %sen@)
B +a
_/ (2
Jr
("5
a)w

0
Sen )d@
= (1+

se cumple que

do

r=0

)0 COSH) o=2m
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Ejemplo 6.90 Un flujo de fluido estd descrito por el campo vectorial F(z,y, 2) = (x, —2x—1, 2)
y sea S la superficie definida por 22 + y? + 22 =1 con z > 0 y sea 7 el vector normal unitario a
S orientado hacia el exterior de la esfera. Calcule la masa de fluido que atraviesa S por unidad

de tiempo en la direcciéon del vector normal 7.

Solucion:  Realmente por lo que se estd preguntando es por el valor de la integral de flujo

/ / F -dS, donde S corresponde a la esfera x? + 3% + 22 = 1, la cual, usando coordenadas
S

esféricas, se parametriza como
r(¢,0) = (sen ¢ cos B, sen ¢ sen ), cos ¢),

donde (¢,60) € R = [0,3] x [0,27]. Luego, note que

i j k
= cospcosf  cospsenfl —seno
—sen¢senf sen ¢ cosf 0

= (sen® ¢ cos @, sen® ¢ sen B, cos g sen ¢).

Con todo lo anterior se infiere que

//SF-ﬁdS _ //I%F(r(qﬁ,ﬁ))-(g—;x%) iA

= // (sen ¢ cos @, —2sen ¢ cos — sen ¢ sen , cos @) -
R
(sen? ¢ cos B, sen? psen 6, cos ¢ sen ¢) dA
= / / (sen3 ¢ cos® 0 — 2sen® ¢ cos @ sen § — sen® ¢ sen? O + cos® ¢ sen gé) dA
R

= // [sen3 P(cos® @ — 2 cosfsen § — sen” 0) + cos? ¢ sen gb] dA
R

w/2 o
- /0 /0 [sen3 $(cos(20) — sen(26)) + cos? psen ¢| dbdg
0=27

+0
0=0

0=2m

w/2 [1
= / —sen” @(sen(20) + cos(26))
0 2 6=0

p=m/2
= [—Q—W cos qﬁ] ' 2m

cos® ¢ sen ¢] do

3 oo 3
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Capitulo 6. Andlisis Vectorial

Ejemplo 6.91 Determine el valor de la integral de flujo // (V x F)-1idS, para la superficie

s
que tiene como frontera la curva

2 2

2 2 _
C:{w+y = z
Tty = T

y donde el campo vectorial es F(x,y,2) = (23,23, —y3).

Solucion:  Observe que la superficie S estd contenida en el plano z = z, limitado por el cilindro

P+t =r= (ac — %)2 +9? = %. Con ello y tomando z(z,y) = x, una parametrizacién para S
es

r(z,y) = (v,y,7)

donde (z,y) € R = {(m,y) eER?: (z— %)2 +2 < }l} Luego, note que se debe calcular V x F
que realmente equivale al rot F. Definiendo fi(z,y,2) = 23, fa(z,y,2) = 23 y fs(x,y,2) = —¢?,
se tiene que
rot ' = VxF
_ (9fs 0fy 0fr Ofs Ofs Of
B (@‘E’E‘%’%‘%)
= (—3y? 32%,327).

Segun toda la informacion anterior, y usando coordendas polares, se cumple que

//S(v x F)-fidA = //R(v % F) (r(w,9)) - (—28, — 2y, 1) dS
= //1%(—31/2,3»22,31:2) -(=1,0,1) dA

= //(3x2+3y2)dA
R
g cos @

= 3// r3 drdf
-z.Jo

= Z/_ cos* 60 do.

jus
2

MERNME]
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6.8. Integral de superficie

Para resolver la integral anterior recuerde que

costh =

Posteriormente,

//S(vxF).ﬁds

Ejercicios

Ejercicio 305 Halle el 4rea de la porcién de la esfera 22 + 4% + 22 = a? que se encuentra dentro

I
B~
—
[}

I
B Blee Bleo
T~

(cos? 0)?

(1 + c<2>s,(29))2

1(1 + 2cos(26) + cos?(26))

4
1 1 4
1 <1 + 2 cos(20) + ZHoostdd) cgs( 0)>

% (3 4 4 cos(20) + cos(46)).

NE]

cos* 6 do

3

2

(3 + 4 cos(20) + cos(48)) do

— .

NIE]

360 + 2sen(20) + i sen(49))

del cilindro 2% — azx 4+ y? = 0. Sugerencia: use como referencia el ejemplo 6.71.

Ejercicio 306 Calcule el 4rea de la porcion del plano 2z + 3y 4+ 4z = 28, cuya proyeccién en el

plano zy es una regién R simple y acotada tal que Az = 10.

Ejercicio 307 Sea R una regién del plano que no contiene al origen tal que Ar = 4. Determine
el area de la superficie S dada por z =1+ 3

Ejercicio 308 Determine el drea total del paraboloide z = 22 + 2 entre los planos z = 1 y
z = 4. Sugerencia: el area total se refiere tanto el area de la porcién del paraboloide como el

area de las tapas.

22 + y2, donde (z,y) € R.
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Capitulo 6. Andlisis Vectorial

Ejercicio 309 Determine el area de superficie de la porcién de la esfera z2 + y? + 22 = 10z, que
queda dentro del paraboloide 2z = 22 + 32, Sugerencia: use como referencia el ejemplo 6.80.

Ejercicio 310 Encuentre el drea de superficie de la parte de la esfera 22 + y% + 22 = 62 que

permanece dentro del paraboloide z = 22 + 3.

Ejercicio 311 Muestre que el 4rea del cilindro 2% + 4% = a? de altura h es 2hmwa. Sugerencia:
use la parametrizacién (60, z) = (acos,asend, z) donde (6, z) € R = [0, 2w x [0, hl.

Ejercicio 312 Halle el area de la superficie S dada por la porcién del cono 22 = 2% + y2, z > 0,
que se encuentra dentro del cilindro y? + 22 = 1.

Ejercicio 313 Determine el area de la superficie S limitada por 22 — 4% = 22, y + 2 = a, en el
( Y

primer octante.

Ejercicio 314 Halle el 4rea de la superficie esférica x2 + 32 + 22 = a2, acotada por el cilindro
generalizado b?z? + a?y? = ab?, con a > b.

Ejercicio 315 Escriba la integral de superficie que permite calcular el drea de la superficie S de
y? + 2? = 2ax, comprendida entre y? = az, x=a.

Ejercicio 316 Determine el area de la superficie S que corresponde al cilindro z2 + y? = 2aux,
limitado por el plano z = 0 y el cono 22 = 22 + 3.

Ejercicio 317 Halle el 4rea de la porciéon del paraboloide rotado z = xy, el cual se proyecta
sobre el plano z = 0 dentro del disco 2 + 2 < 1.

Ejercicio 318 Calcule la integral de superficie // f(x,y,2)dS, donde S es la superficie 22 =
s

22 +9y2con0<2< 1y f(z,y,2) = 2%z

Ejercicio 319 Determine el valor de la integral de superficie / / xye®® dS, donde S es la cuarta
s
parte del clindro definido por 22 +9?=1,0<2<1,2>0y y > 0.

. Considere el

N —

Ejercicio 320 Sea S el casquete de esfera dado por 22 + 132 +22=1,0< 2 <

campo escalar f(z,y,z) = In z, muestre que // flz,y,2)dS =7n(In2 —1).
s
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6.8. Integral de superficie

Ejercicio 321 Encuentre el flujo de F(z,y,2) = (yz,z, —22) a través de la superficie y = 22,

con0<x<1y0<z<4yen la direccion del vector 77 con segunda componente positiva.

Ejercicio 322 Determine el fluido del campo F(x,y,2) = (0,yz,2%) a través de la superficie

cilindrica y? + 22 = 1 con z > 0, entre los planos x = 0y = = 1.

Ejercicio 323 Sea S la porcién de plano limitado por el tridngulo de vértices (1,0,0), (0,1,0)
y (0,0,1), y sea F(z,y,z) = (x,y, z). Calcule la integral de superficie [[ F-ndS, donde 7 es la
normal unitaria a S que tiene componente z no negativa. Para ello utilice:

1. La representacion vectorial paramétrica r(u,v) = (u 4+ v,u — v,1 — 2u).

2. Una representacion explicita de la forma z = z(z, y).

Ejercicio 324 Considere el campo vectorial F(z,y, z) = (222, 2%y — 23, 2zy + y%2). Calcule la
integral de flujo // F - dS donde S limita el sélido formado por z = y/a? — a2 —y? y z = 0.
S

Sugerencia: note que S se compone de dos superficies: una que corresponde a la esfera y otra
al plano.

Ejercicio 325 Calcule / rot F-iidS, donde F(x,y,z) = (3y, —x2,y2?) y S es la superficie del
S
paraboloide 2z = 2% + y? limitado por z = 2.

Ejercicio 326 Sea S una superficie paramétrica dada en la forma explicita z = z(z,y), donde
(x,y) varfa en una regiéon plana R, que es la proyeccién de S en el plano z = 0. Sea el campo
vectorial F' = (f1, fa, f3) y sea 71 la normal unitaria a S con tercera componente positiva. Emplear
la representacién paramétrica r(x,y) = (x,y, f(z,y)) para demostrar que

S R F,

donde f1, fo v f3 estan evaluados en (z,y, f(z,y)). Sugerencia: debe usar el Teorema de la

Derivada Implicita (teorema 3.13) y recuerde que i = (—25, —2y, 1).
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Capitulo 6. Andlisis Vectorial

6.9. Teorema de la Divergencia

Antes de enunciar el Teorema de la Divergencia, primero se debe tener presente algunos
aspectos de relevancia. En primer lugar, si S es una superficie con ecuacién vectorial
paramétrica r(u,v), entonces los vectores normales unitarios a S en (u, v) pueden escogerse entre

dos vectores unitarios opuestos:
ar or

ii(u,v) = :t—g . ? :
5% % 55l
El signo “4” en la férmula anterior corresponde a un lado (o cara) de la superficie S y el
signo “—" corresponde al otro lado de la superficie S. Por tanto, orientar la superficie S significa
escoger un signo para 7, como lo muestra la siguiente figura.  En relacién con lo anterior, y de
z

Sy

L‘y

xr

Figura 6.54: Orientacion del vector 7

manera informal, una superficie S se dira orientable si es posible decidir sin ambigiiedad cual es
cada uno de los lados de la superficie. Por ejemplo, si en particular se considera una superficie
semiesférica, el vector 77 con signo positivo apunta hacia el exterior, y con signo negativo apunta
al interior, sin embargo, esto no es una ley para todas las superficies. En cambio, una superficie no
orientable es la banda de Mobius ya que no hay diferencia entre el lado “exterior” y el “interior”
de la superficie, como lo muestra la figura 6.55.

e
| |
|| JL, }

Figura 6.55: La semiesfera y la banda de Mobius
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6.9. Teorema de la Divergencia

Definicion 6.17 (Superficie orientable) Si en cada punto (u,v) de una superficie regular S
parametrizada por r(u,v), es posible asociarle un vector 7i(u, v), de modo que como funcién, 77
sea continua sobre toda la superficie S, entonces se dice que S es orientable.

Observacion 6.37 Recuerde que lo anterior es equivalente a decir que la superficie S posee dos
caras, por ejemplo, un plano, la esfera, el cilindro, entre otros. Ademas, en las integrales de flujo,
siempre se ha usado el vector normal unitario fundamental, sin embargo, no siempre es este el
vector que se elige para el calculo, ya que algunos teoremas (como el teorema de la Divergencia,

que se enunciard a continuacion) requieren superficies con vectores unitarios hacia el exterior.

Teorema 6.8 (Teorema de la Divergencia) Sea @ un sélido limitado por una superficie
orientable S, sea 77 la normal unitaria exterior a S y sea F' un campo vectorial con derivadas
parciales continuas de primer orden sobre (), entonces

//SF-ﬁdS:///QdideV.

Observacion 6.38 En relacién con el teorema 6.8 anterior, se tiene los siguientes puntos:
1. Recuerde que div F = V- F. Entonces, si F : R? — R3 tal que F' = (f1, fo, f3), se tendria

0fi | Ofa  Ofs
oz + dy HrH 0z’

Jlireas= 1], (5 55+ 52 )

2. El Teorema de la Divergencia es conocido también como el Teorema de la Divergencia de

que div F' = Asi, la féormula de dicho teorema se puede escribir como

Gauss o simplemente Teorema de Gauss.

Ejemplo 6.92 Sea S la superficie del sélido @ limitado por los planos z =0,y =0,y =5y

el cilindro z = 1 — 22. Aplique el Teorema de la Divergencia de Gauss para calcular F-dS,
s
suponiendo que

F(z,y,z) = (x + cosy,y +senz, z + €*)
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Capitulo 6. Andlisis Vectorial

Solucion:  Eldibujo del sélido @ se muestra en la figura 6.56  Observe que div F =1+1+1 = 3,

l%;ﬁ%%}?((@?!llm“ s
/3% LR

d

=

Y

Figura 6.56: Sélido @, limitado por cuatro superficies

por tanto, usando el Teorema de la Divergencia se tiene que

//F-dS _ ///dideV

S Q
1 p5 pl—a?

= /// 3dzdydx
—-1Jo Jo
20.

Observe que de no usar el Teorema de la Divergencia, se tendria que calcular cuatro integrales
de superficie.

Ejemplo 6.93 Sea Q el solido acotado por el cilindro z = 4 — 22, el plano y + z = 5, los planos

y =0y 2z =0. Use el Teorema de la Divergencia para calcular la integral de flujo F-ds,
S

donde F(x,y,z) = <x3 +sen z, 22y + cos z, e$2+y2>,

Solucion:  De acuerdo con el Teorema de la Divergencia se tiene que div F' = 322 + 2?2 = 4a2.

Posterioremente, haciendo un dibujo del sélido @) se llega a concluir que

//F-dS: ///dideV
S Q
2 4—z2 5b—=z
= / / / 4a° dydzdz
—2Jo 0

512

13"
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6.9. Teorema de la Divergencia

Ejemplo 6.94 Calcule / F-dS, donde F(x,y,z) = (0,0,z4 1) y S es la frontera del s6lido
S
@ limitado por el cilindro 22 +y? =1 y los planos z =2 +y y z = 0.

Solucion:  Un dibujo del sélido @ se aprecia en la figura 6.57

i
D

X

Figura 6.57: Sélido @, limitado por tres superficies

Note que divF = 0+ 0+ 1 = 1, por tanto, utilizando el Teorema de la Divergencia

y coordendas cilindricas se tiene que

//F-dS _ ///dz’deV

S Q
27 1 2+rsenf

= / // rdzdrd0
0 o Jo
2.

Ejemplo 6.95 Calcule // F -dS donde F(z,y,z) = (z,y,2) y S es la frontera del sélido @
S

comprendido entre las superficies z = 10 — 22 — % y 2 = 2 + 22 + 32,

Solucion:  El sélido Q es cerrado y esté limitado por el paraboloide z = 10 — 22 — y2, el cual es

céncavo hacia abajo con vértice en el punto (0,0, 10), y por el paraboloide z = 2+ 22 + 32, el cual
es concavo hacia arriba con vértice en el punto (0,0,2). Es claro que la curva de interseccién de
estos paraboloides es el circulo 22 + y? = 4, siendo esta la proyeccién del sélido @ sobre el plano
xy. Luego, si se usa el Teorema de la Divergencia y coordendas cilindricas se tiene que div F' = 3,
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Capitulo 6. Andlisis Vectorial

con ello

//F'dS = ///dideV
S Q
2r 2 p10—12
= 3/ / / rdzdrdf
0 0 J2+4r2

= 48m.

Ejemplo 6.96 Use el Teorema de la Divergencia para calcular / / (2% +y +2)dS, donde S es
s
la esfera 22 + y? + 2% = 1.

Solucion:  El Teorema de la Divergencia establece que

//S(x?+y+z)d5=//SF-ﬁdsz///dede,

por tanto se debe encontrar un campo vectorial F' = (f1, fo, f3) sobre S de tal forma que F'-7i =
2?2 4y + z. Para ello, recuerde que el vector gradiente de una superficie en un punto P es normal
(ortogonal) al plano tangente a dicha superficie en P.

Entonces, dado un punto P(z,y,z) sobre S se tiene que el vector unitario normal 77 a S en

P(z,y, z) estd dado por

(22,2y,22) 2(x,y, 2)

- :‘Tvy?za
[or2, 29 ~ 2/ yrrae %)

puesto que 22 4+ y? + 22 = 1. Con ello se deduce que

ﬁ:

F-n ty+z
= (fl)f?af?))'('r?yvz) Z’2+y+Z
= afi+yfotzfs = 2°+y+2,

de donde se obtiene que f; =z, fo =1y f3 = 1, por lo cual F(x,y,z) = (z,1,1). Ahora, note
que div F' = 1, entonces, aplicando el Teorema de la Divergencia,

//S(x?+y+z)ds = ///dede
-

4 47
- = 1)3 = =
37 W =3
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6.9. Teorema de la Divergencia

. 1
Ejemplo 6.97 Aplique el teorema de la Divergencia al campo F(x,y, z) = 3 (x,y, z) para calcular,

2 2 2
x z
mediante una integral de superficie, el volumen del ehpsmde — + :ZZ + - =1

Solucion:  Note que div F = 1. Ahora considere la superficie S como la frontera del sélido

@ generado por el elipsoide dado y 7 un vector unitario exterior a S. Por el Teorema de la

//SF-ﬁdS—///QldV—VQ,

con ello se debe calcular Vi = / / F-1dS, para lo cual solo considere la mitad superior del

Divergencia se tiene que

elipsoide, es decir, cuando z > 0 (al final, la integral de superficie anterior se multiplica por dos).

. 2 2 292 . . . .
De esta manera, despejando z(z,y) = \/ ¢ — &5 — 4 del elipsoide, la superficie se parametriza

como
g2 22
T(l’,y): <xuy7\/62_?_b_2 )
22 g
donde (z,y) € R = {(az,y) eR*: = + b_2 < 1}. Note ademds que
—zc? —c?
S 242 22:(122(30 )
a2\/02—%—cb2 Y
y que
—xc? —c?
Zy = = :
! 52\/02 e ey BPz(ny)
a? b2

Con ello se tiene que

//SF.ﬁdS = //RF(r(x,y))-(—zx,—zy,l)dA
_ // F(z,y,z(z,y)) - (aizi,y)’ 12 Zf;y),l) dA
- a2~ gcy + z(x,y) | dA
- ff Eb202x+a < er(aQbQ)( (””vy))j))d,q
3JJr a?b? z(z,y)
— 1// (b202x+a202y Zzzzbjg’;)b%%Q _ a2c2y) »

_ // ar: dA.

2
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Para resolver la tltima integral doble use el cambio de variables * = arcosf y y = brsen8,

//F-ﬁds _ f//;m
5 3 122 _ ¢
a? b2
_2/ '
=3/

entonces se tendria que

R
2 abr
———— drdf
/() V1—r2

_ 2mabe
= 3
. - . 4dmabe
Este tltimo resultado se multiplica por dos, obteniendo que Vg = 3

Ejemplo 6.98 Calcule el flujo del campo vectorial F(x,y,z) = (vz,—y? xz) a través de la
superficie S cerrada que limita el cilindro 22 + y? < a?, con 0 < z < h.

1. Sin usar el Teorema de la Divergencia.

2. Usando el Teorema de la Divergencia.

Solucion:

1. La superficie cerrada S es la unién de tres superficies, como lo muestra la figura 6.58.

z
S3
]
1
1
: ——’52
1
I
\;-:--:--..:/

‘)05;::;(‘
€T a a 'y

Si

Figura 6.58: Superficie S = S; U Sy U S5
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6.9. Teorema de la Divergencia

Con ello, el flujo solicitado corresponde a la integral

//F~ﬁd5:// F~ﬁ1dS+// F~ﬁ2d5+// F -nsdS.
S S1 Sz S3

Para / / F - 11 dS, note que la superficie S; se parametriza como
S1

7’1(.5(), y) = ($,y, 0)7

donde (z,y) € R = {(z,y) € R? : 2? + y* < a*}. Ademds, recuerde que el vector iy debe
apuntar hacia afuera de la superficie S, con ello se tiene que

//SlF.ﬁldS = //RF(n(fE,y))~—(0,0,1)dA

— //R(o, —52,0)- (0,0, —1)dA
0.

Para / / F -15dS, observe que Ss es el borde del cilindro, el cual se parametriza como
Sa

r9(0,2) = (acosf,asend, z) ,

donde (6,z2) € R =[0,2n] x [0, h]. Luego,

— X — = (acosf,asend, ),

con ello se cumple que

J[Femas = [ o0 (55 5 ) a4

= // (za cos b, —a®sen? 0, za cos 9) (acosf,asenf,0) dA
R

2T h
= / / (za2 cos® 0 — a® sen® 9) dzdf
0 0
a?h?r
5

Ahora, para / / F - 1i3dS, note que la superficie S3 se parametriza como
Sq

’/"3(33, y) = (33, Ys h),
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donde (z,y) € R = {(x, y) ER? a2+ 9% < a2}. Note que el vector 7i3 debe apuntar hacia
afuera de S, con lo cual

//SSF.ﬁgclS = //F(rg(%y)).(()’()’l)dA
= // —y® hx) - (0,0,1) dA
= //Rhl‘dA

= h/o27r /Oa(r2 cos ) drdf

0

Finalmente,

2h2 2h2
//F-ﬁdS:// F-ﬁ1d8+// F-ﬁgdSJr// F-ﬁgdS:OJra 7TJrO:a T
S S1 Sz 53 2 2

2. Si se usa el Teorema de la Divergencia, se tiene que div F' = z — 2y + z, asi, y usando

coordendas cilindricas, se cumple que

//SF-ﬁdS ///de'deV
- ///Q(z_zy+x>dv

h
/ (z —2rsenf + rcosf)rdzdrdd

y
b

/2
2
— / (— — 2hr?sen 6 + hr? cos@) drdf
h2a2 3 3
= / a4 _2ha sen@—l—hicosQ drdf
0 4 3 3
B a’h?n
— 5

resultado que coincide con la parte anterior de este ejercicio.

Ejemplo 6.99 Sea S la superficie cerrada que limita el sélido
Q:{(x,y,z) €R3:0§z§4—2x2—2y2}.

Verifique el Teorema de la Divergencia para el campo vectorial F'(z,y, z) = (z,y, 22).
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Solucion:  Observe que la superficie cerrada S limita el sélido @, que corresponde al paraboloide

z =4 —2x% — 2y% el cual es céncavo hacia abajo con vértice en el punto (0,0, 4), acotado por el
plano z = 0. Con ello la superficie S = 51 U Sy, donde S es la tapa del paraboloide en el plano
z =01y Sy es el borde del paraboloide dado. Ahora, para verificar el Toerema de la Divergencia

se deben calcular la integral de superficie / / F-1dS y la integral triple / / / div F'dV , ambas
s

Q
por aparte, las cuales deben generar el mismo resultado.

= Para calcular / / F-1dS, observe que
s

//F-ﬁdS:// F-ﬁlds—f—// F-nydS.
S S1 Sa

Luego, como S7 esta sobre el plano z = 0, su parametrizacion es

Tl(Ia y) = ($,y7 0)»

donde (z,y) € R = {(x, y) €R?: 2% + 9% < 2}. Considerando que 7; debe apuntar hacia
afuera de S, se tendria que

//SlF.ﬁldS = //RF(rl(x’y))._(o’o’l)dA

_ //R@,y,())-(o,o,—l)dz‘l
0.

De forma similar, como Sy corresponde al borde del paraboloide z = 4 — 222 — 232, una

paramertrizacién para esta superficie es
T2<I7ly) = (:L"y74 - 2:1:2 - 2y2) )

donde (x,y) € R = {(x,y) ER?: 2?2+ 4% < 2}. Con ello se cumple que

//SQF.FLQCZS = //RF(T2(x,y)).(070,1>dA

— / / (2,8 — 42” — 4y?) - (4, 4y, 1) dA
R

oo

8AR
167.
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Con lo anterior se tiene que

//F-ﬁdS:0+167r:167r.
s

= Para determinar el valor de / / / div F'dV se usan coordenadas cilindricas, donde div F' =
Q

///ddeV _ 4/// av
Q Q
2 V2 p4—2r2
= 4/ / / rdzdrd0
0 0 0
16m,

Con ello queda verificado el Teorema de la Divergencia.

4, entonces queda

Ejemplo 6.100 Verifique el Teorema de la Divergencia para el campo vectorial identidad F(x,y, z) =
(z,1, 2), sobre la superficie S que acota el solido @ formado por 22 =1—y, z =y y 2 = 0, como
lo muestra la figura 6.59.

£r
X

Figura 6.59: Sélido @) acotado por la superficie S

Solucion:  Se debe verificar que la integral de superficie / / F -dS, donde S es claro que esta
S
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6.9. Teorema de la Divergencia

conformada por la unién de tres superficies, debe tener el mismo valor que / / / div FdV.
Q

» Para calcular la integral de superficie, note que

[[ras=[[ peas+ [[ oas< [[ roas

donde S; es la parte del cilindro generalizado 22 = 1 — y, S es la porcién del plano z = y
y S3 del plano z = 0.

Con ello, para la integral de superficie sobre Sy, observe que esta superficie se puede parame-
trizar como 71(z,2) = (2,1 — 2%,2), donde (v,2) € R = {(x,2) e R? : =1 <2 < 1,0 <

z <1 —z%}. Entonces se tendrfa que

//SlF.ﬁldS = //RF<T1(I>2))‘(—Z/m,l,—yz)dA
= /L(x,l—xQ,z)-(2x,1,o)dA

1 pl—x?
= / / (2% + 1) dzdx
-1J0

— 8/5.

Ahora, la superficie Sy se parametriza como r(z,y) = (z,y,y) donde (z,y) € R = {(z,y) €
R2:—-1<z< 1,0<y<1— 1:2}. Por tanto se tiene que

//SZF-ﬁQdS — //RF(Tz(w,y))-(—zx,—zy,ndA
= //R(ﬂf,y,y)-(o,—l,l)dA
= //R(—y+y)dA
0.

Luego, para la superficie S3, esta se parametriza como r(z,y) = (z,v,0) donde (z,y) €
R={(r,y) eR?: -1 <2 <1,0<y<1-2%} Con ello se tiene que

//SSF.ﬁgdS = //RF(TB(Iay))'—(—zx,—zy,l)dA

_ //R@,y,O) -(0,0,~1)dA
0.
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Segun los datos anteriores se cumple que

8 8
F-dS=-+0+0=-.
//S S +0+0=]

= Para determinar el valor de la integral triple / / / div F'dV, note que div F' = 3 y si se

Q
consdera () como un sélido de tipo 1 para escribir dicha integral en el orden dzdydzx, se

///demv _ 3///de
_ 3/11/01_302/: dzdyda
8/,

tendria que

Con este resultado se verifica el Teorema de la Divergencia.

Ejemplo 6.101 Considere el cuerpo sélido @ acotado por las superficies 22 + y% = 1(y > 0),
z2=0,2z=9yy = 0. Aplique el Teorema de la Divergencia al campo vectorial F(z,y,z) =

(1+ yg)j para calcular / F -dS, donde S; es la porcion cilindrica del sélido Q.
S1

Solucion:  Un dibujo del sélido @ se muestra en la figura 6.60

W
iy

A
\VAVAVAVAVAVAVEVAVAY

A
A\
W

Sy

kT e e e )

(VA AvavavRvAvaY)

SRRSEERYATATRREEAY

—

Y
€T S,

Figura 6.60: Sélido @ acotado por la superficie S = S; U So U S3U Sy
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6.9. Teorema de la Divergencia

Note que el sélido ) esta acotado por una superficie que a la vez es la unién de otras cuatro
superficies, entonces, si se aplica el Teorema de la Divergencia se tiene que

//SlF.dS+//SQF-dS+//SgF-dS+//S4F.dS_///de.UFdV’

de donde se deduce que

//F-dS—///dideV—//F-dS—//F-dS—//F-dS.
S1 Q J Y52 L, JJSs , Sy
T I I I

2

3

Luego, dado que F(z,y,z) = (0,1 + y2,0), entonces div F' = 2y. Asi, para calcular I se tiene

[—///dideV—///deV
Q Q
T 1 9
= ///2r286n9dzdrd9
o Jo Jo
= 12.

Ahora, para calcular I5, I35 e I, recuerde que los vectores normales unitarios deben ser exteriores

que

a S. Con ello, para hallar el valor de Is, observe que la superficie So se parametriza como
ro(z,y) = (z,9,0), donde (z,y) € R= {(z,y) € R? : 2 +y* < 1,y > 0}. Asi,

12://52F-d8 _ //RF(ac,y,O)-(O,O,—l)dA

— //]%(0,1+y2,0) -(0,0,—1)dA
0.

Similarmente, para I3, la superficie S3 se parametriza como r3(z,y) = (z,y,9), donde (z,y) €
R = {(w,y) ER?: 2 +92 <1,y > 0}. Entonces

[;;://SSF-dS = //RF(as,y,O)-(O,O,l)dA

= //R(O,l+y2,0)~(0,0,1)dA
0.
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Para I, una parametrizacién para Sy es r4(z,2) = (2,0, 2) donde (z,2) € R=[-1,1] x [0, 9].

I4://SF-dS - //RF(J:,O,z)-(O,—l,O)dA

_ //Rm,um)m 1(0,-1,0)dA

o

Con ello,

Por 1ultimo, recopilando los resultados anteriores se tiene que

// F-dS=12—-0-0+18 = 30.
S1

i b
Ejemplo 6.102 Sea el campo eléctrico F(z,y,2) = W, donde b € Rt y # = (,y, 2), definido
x
en la region () que se encuentra entre las superficies cerradas Sy y S, con Ss una superficie
regular y simple arbitraria que contiene a Sy, donde Sy = {(z,y,2) € R? : 22 + % + 22 = a?},

como se muestra en la figura 6.61.

Figura 6.61: Superficies Sy y So

1. Suponiendo que div F' = 0, muestre que // F-dS = // F-dS.
S1 Sa

—

ﬂ es normal S; y use este hecho para mostrar que
z

2. Justifique por qué el vector ny =

b
Fﬁlzﬁ

3. Concluya la Ley de Gauss, la cual establece que / / F - dS = 4mb.
Sa

460



6.9. Teorema de la Divergencia

Solucion:

1. Sean 711 y 7io los vectores normales exteriores a S7 y Sy respectivamente, como se muestra
en la figura 6.61. Ademaés sea () el solido limitado por fuera de la superficie S; y por dentro
de la superficie Sy. Con ello, se puede establecer que @) estd limitado por la superficie
S =57 US5,. Luego, al aplicar el Teorema de la Divergencia se tiene que

//SF-dS:///de'deV,

pero como div F' =0y S =51 U Sy, se induce que

// F-—ﬁldS—l-// F-1nydS =0,

S1 Sa

// F-ﬁldS:// F . iiydS =0,
Sl SZ

El signo negativo del vector 77; se debe a que dicho vector apunta hacia dentro del sélido

lo cual implica que

(), entonces se debe cambiar la direccién para poder usar el Teorema de la Divergencia.

2. Segun el resultado anterior, se puede calcular el valor de la integral de superficie sobre S5
trabajando sobre la superficie esférica Sy, cuya direccion de 7 es el gradiente de la esfera,

esto es
. (27,2y,22)  (7,9,2)

ny = — .
1202022 Vet g2i 2

Puesto que Z = (z,y, z), entonces se deduce que nj = ﬁ Ademas de aqui se sigue que
X
. b r b)|Z|)? b b b
P = om o = g T imE T e e e
112zl =t Z7* 2+ e

3. Note que

// F.iiydS — // F.fiydS
So S1

donde Ag, denota el drea de la superficie esférica Si, la cual es Ag, = 4ma®.
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Ejemplo 6.103 Considere el conjunto de cajas rectangulares definido por
Q:{(m,y,z)€R3:O§x§a,0§y§b,0§z§1}.

De todas estas cajas rectangulares determine los valores de a y b de aquella para la cual la integral
de flujo // F -1dS es maxima, donde F(x,y,z) = (—x2 — 4zy, —6yz, 122) y S corresponde a

las seis caras de (). Sugerencia: use el Teorema de la Divergencia.

Solucion:  Por el Teorema de la Divergencia se tiene que

//SF-ﬁdS_///QdideV,

donde div F = —2x — 4y — 6z 4 12, con ello se cumple que

//F~ﬁds = ///dideV
S Q
a rb prl
= ///(—23:—4y—6z+12)dzdyda:
o Jo Jo

= —a?b — 2ab® + 9ab.

Ahora defina la nueva funcién f : R?> — R tal que f(a,b) = —a*b—2ab®+9ab. Se va proceder a
hallar los valores maximos de dicha funcién, donde es claro que a > 0 y b > 0 pues son distancias.
Luego, los puntos criticos se hallan haciendo V f(a,b) = (0,0), de donde se forma el sistema

b(—2a—2b+9) = 0
a(—a—4b+9) = 0’

aqui se descarta el hecho que a = b = 0. Siguiendo con la resolucién del sistema de ecuaciones
anterior, se llega a que a =3y b = %, por tanto el punto generado es P (3, %) Falta mostrar que

es un punto maximo de f, para lo cual se usa el Hessianano ordinario, esto es

02 92
Hf(a, b) = 827'5((1,()) 8(;2_8fa,<a’ b) _ —2b —2a_4b+9 .
; %(m b) %(a, b) —2a —4b+9 —4a

3 -3 -3
Hi (3’ 5) T -3 —12
27

la funcién f y cuyo valor es f (3, %) = 5.

Con ello = 27 > 0, por lo que el punto P (3, %) es un maximo de
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6.9. Teorema de la Divergencia
Ejercicios

Ejercicio 327 Calcule la integral de flujo // F-iidS donde F(x,y,z) = (222, -3y,2?) y S es
S
la superficie cerrada que limita al cilindro 22 + 3> =9, 2 =0y z = 2.
1. Sin usar el Teorema de la Divergencia.

2. Usando el Teorema de la Divergencia.

Ejercicio 328 Sea el campo vectorial F(x,y,2) = (zy,y% y2) y sea Q el sdlido limitado por las
superficies z =0,y =0, y = 2 y 2 = 1 — 2. Verifique el Teorema de la Divergencia, recordando

que 7 es la normal unitaria exterior.

Ejercicio 329 Verifique el Teorema de la Divergencia para el campo vectorial F(z,y,z) =
(zy, —2%, 2%) y la superficie S que cubre al sélido @ limitado inferiormente por el paraboloide
z = 2% 4+ y? y superiormente por la esfera 22 + y? + 22 = 2.

Ejercicio 330 Considere el sélido cerrado @ acotado por las superficies 22 + 4> =1, 2 — 2z = 1
y ¢+ 2z =1y sea el campo vectorial F(x,y, z) = (a:y2 +2, 2%y — 2, $2y2). Muestre que

/ / F-dS =m,
S
usando Teorema de la Divergencia y sin usar el Teorema de la Divergencia.
Ejercicio 331 Utilice el Teorema de la Divergencia para calcular la integral
I= //(4x+z,x — 2, 2yz) - 7 dS,
s

donde S cubre el sélido @Q, encerrado entre la esfera z? + y? 4+ 22 = 36 y los planos z = —3 y
z = 3v/3. Sugerencia: puede ayudar lo hecho en el ejemplo 5.76.

Ejercicio 332 Aplique el Teorema de la Divergencia para calcular

// F.ds,
S1

donde F(z,y,z) = (z arctany?, 23 In(1 + 22), z) y S1 es la parte del paraboloide 22 + y? + 2z = 2,
que se encuentra sobre el plano z = 1.
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Ejercicio 333 Considere el solido Q limitado por arriba por la superficie Sy : z = 2 — v/22 + y2,
la cual es un semicono, y por abajo por la superficie Sy : 2 = 22 4+ 2, que corresponde a un

paraboloide. Use el Teorema de la Divergencia para calcular F-dS, donde F(x,y,z) =
S1

(z,y, 2).

Ejercicio 334 Aplique el Teorema de la Divergencia al campo vectorial identidad F(z,y,z) =
(x,1, 2) para calcular el volumen de la esfera 22 + 4%+ 22 = 1, mediante una integral de superficie

sobre este cuerpo sélido.

Ejercicio 335 Aplique el Teorema de la Divergencia para mostrar que

I:// F-dS=m,
St

donde F(z,y,z) = (23:y, —y2, 1) y donde S es la superficie mostrada en la siguiente figura.
Sugerencia: considere la superficie cerrada dada por S; U Ss, donde Ss es el disco unitario en el

plano z = 0.

(83

Ejercicio 336 Sea S; la superficie esférica 22 + y? + 2> = 2z donde 2z < 1, y con vector
normal hacia afuera. Aplique el Teorema de la Divergencia para calcular la integral de superficie

// F-dS,donde F(x,y,z2) = <z5 +y, cos(2ma?) + et Z—;) Sugerencia: 57 no es una superficie
S1

cerrada y puede ayudar la resolucién del ejemplo 6.101.

Ejercicio 337 Aplique el Teorema de la Divergencia para calcular la integral de superficie
I = // F-7idS,, donde F(x,y,z) = (m,yQ,y—i— z) y donde S es la frontera del sélido @) que
s

corresponde al cilindro 22 + y? = 4 entre los planos z = x y z = 8, tal que 7 es un vector normal

unitario que apunta hacia el exterior de S.

Ejercicio 338 Mediante el Teorema de la Divergencia calcule la integral de superficie / / F-dS,
S

donde el campo vectorial es F'(x,y, z) = (z,y, z) y S es la superficie que limita el sélido @) ubicado
sobre el plano z = 0, dentro de la esfera x2+y?+22 = 7y por fuera del hiperboloide #24y%?—2% = 1,
como lo muestra la figura adjunta.
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Ejercicio 339 Utilice el Teorema de la Divergencia para determinar el valor de la integral de

superficie I = F -dS, donde S corresponde a la esfera centrada en el origen y de radio 2 y

S
F(z,y,2) = (23,43,2%).

Ejercicio 340 Utilice el Teorema de la Divergencia para determinar el valor de la integral de
superficie / / F - dS, donde el campo vectorial es
S

Flr.y.2) = . : :
e (22 + 2 + 22)3/2’ (22 + 2 + 22)3/2’ (22 + 92 + 22)3/2
definido en R? — {(0,0,0)} v S es la esfera (z — 2)% + y* + 22 = 1. Sugerencia: use el resultado

obtenido en el ejercicio 249.

Ejercicio 341 Aplique el Teorema de la Divergencia para calcular la integral de superficie

//(a:y +yz + zx) dS,
S

donde S es la esfera 22 + % 4 2? = 1. Sugerencia: use como referencia el ejemplo 6.96.

Ejercicio 342 Sea S la superficie abierta que corresponde al hemisferio norte de la esfera a2 +
¥+ (z—-1)2=9

1. Halle el vector normal exterior unitario 7 de la superfice S y halle el campo F' tal que
oo x2+y2+(z—1)2
. ’rL = —_— — ———

6 2 3

2. Utlice el Teorema de la Divergencia para halla el valor de

[ as

Sugerencia: la superficie no es cerrada, por tanto puede usar como referencia el ejemplo
6.101.

. Sugerencia: use como referencia el ejemplo 6.96.
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6.10. Teorema de Stokes

Antes de escribir el Teorema de Stokes, es importante recordar que el rotacional de un campo
vectorial F' : R3 — R3 tal que F = (fi, f2, f3) estd dado por la férmula

rotF_(%_% %_% %_%)

También, recuerde que el Teorema de Green en el plano establece la féormula

frars s [~ )

donde C es una curva regular a trozos cerrada simple recorrida en direccion positiva y R la region
que consta de C y su interior, con f1 y fo campos escalares con continuidad en una regioén abierta
que contiene a R.
Se puede observar que el rotacional de un campo vectorial F' = (f1, fo, f3) esta relacionado con
el Teorema de Green en el plano, en efecto, note que
ofs  0fi

tF k= —2— 2L
ro ox Oy’

donde k = (0,0,1). Con esto, la féormula que establece el Teorema de Green en el plano se puede

%fldx—i-fgdy—// rot F - k dA.
C R

En este punto cabe interrogarse sobre la existencia de una férmula similar para una curva C

escribir como

regular a trozos cerrada simple y recorrida en direccion positiva en el espacio, cuyo interior es
una superficie S. Es decir, la curva C es la frontera o borde de una superficie en tres dimensiones.

Efectivamente el Teorema de Stokes establece ciertas condiciones para usar una férmula similar
a la férmula del Teorema de Green pero para una curva C en el espacio, por ello, usualmente se
le conoce al Teorema de Stokes como el Teorema de Green en el espacio.

De hecho, el Teorema de Stokes permite calcular una integral de linea sobre una curva cerrada
C en el espacio mediante una integral de superficie (la superficie encerrada por la curva C ) si el
vector normal unitario 77 en la integral de superficie, se escoge de tal manera que si se camina
sobre la curva en el lado de la superficie en la que esta el vector normal unitario, la superficie va
quedando hacia la izquierda del caminante, como lo muestra la figura 6.62.
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C
Figura 6.62: Regla del caminante

En este caso se dice, informalmente, que el vector normal unitario 7 se escogié de tal manera que
la curva C tiene orientacién positiva respecto a 7. Esto es conocido como “Regla del Caminante”,
la cual menciona que un caminante que se mueve sobre una curva C', vera que el vector unitario
de S, a saber 7, sale a su izquierda siempre, como se aprecia en la figura 6.62 anterior.

A veces se le llama “Regla de la mano derecha”, por la posicion del pulgar de la mano derecha

cuando los otros dedos apuntan en una direccién, segiin se puede observar en la figura 6.63.

Figura 6.63: Regla de la mano derecha

Ejemplos de esta regla se pueden observar en las superficies de la figura 6.64.

Figura 6.64: Semiesfera con el borde orientado positivamente respecto al vector 7. Porcién
de un plano con el borde orientado positivamente respecto al vector 7

Teorema 6.9 (Teorema de Stokes) Sea S una superficie orientable no cerrada cuyo borde C
es una curva cerrada simple regular a trozos y sea el campo vectorial

F(z,y,z) = (fi(z,y, 2), fa(z,y, 2), f3(x,y, 2)) cuyos componentes tienen derivadas parciales
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continuas sobre un conjunto abierto que contiene a S, entonces

}{F~dr—//rotF-ﬁdS,
c s

donde C tiene orientacién positiva con respecto a 7.

Observacion 6.39 Una forma alternativa de expresar la férmula del teorema 6.9 es

ff1d$+f2dy+f3dz://rotF-dS.
c s

Ademas, el Teorema de Stokes es para superficies orientables, por ello los ejercicios y ejemplos
que se propongan cumpliran esta condicion.

Ejemplo 6.104 Sea S la porcién del plano z = 2 limitado por el cilindro 22 4 y? = 4 y sea C

el borde de S, la cual esta recorrida en sentido antihorario vista desde el origen. Si F(x,y,2) =

(3y7 —Tz, y22>a

1. Calcule 7{ F' - dr usando la definicién de integral de linea.
c

2. Calcule j{ F' - dr usando el Teorema de Stokes.
C

Solucion:

z = 2
72 + y?
se puede parametrizar como 7(t) = (2cost,2sent,2), donde ¢t € [0,27], pero de acuerdo

1. El dibujo de la curva C : se aprecia en la figura 6.65. Observe que esta

con la direccién que lleva, a la hora de calcular la integral de linea se debe agregar un signo

negativo.

Figura 6.65: Superficie S cuyo borde es la curva C
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Con lo anterior se tiene que

j{F-dr = 7{3ydx—xzdy+y22dz
C C
27
= —/ (6sent - —2sent —4cost-2cost+ 8sent - 0)dt
0

27
= —/ (—128en2t — 8 cos? t) dt
0

_ /02” (12 (1 —c;)s(Qt)) s (1+C§s(2t))) "

= 207.

2. Tome fi(z,y,2) = 3y, folx,y,2) = —x2y f3(x,y, 2) = yz2, si se usa el Teorema de Stokes,

note que
dfs 0f» 0fi 0fs 0fs Ofi 5
tF = _— - - - -, — — = —_ —
ro <8y 9 02 or or oy )= ltF0-3-2),
ademéds que la superficie S se parametriza como r(x,y) = (z,y,2) donde (z,y) € R =

{(z,y) € R? : 22 + y* < 4}. Luego, considerando la Regla de la mano derecha, se tiene que

]{F-dr = //TotF-ﬁdS
C S
= //(:1:—1—22,0,—3—2)~—(O,0,1)dA
R
_ //(3+z)dA
R
= 5//dApues z=2,
R

= 5Ap = 20r,

precisamente el resultado de la parte anterior.

Ejemplo 6.105 Verifique el teorema de Stokes para el campo F(z,y,2) = (2% — y,4z,22)
integrando sobre la superficie del semicono z = /22 + 32, limitado por el plano z = 2.

Solucion:

Sea C la curva de interseccion entre el el cono z = /22 + 32 y el plano z = 2, suponiendo que
esta se mueve en direccion positiva, asi, un dibujo de la superficie cénica y la curva se muestra

en la figura 6.66.
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Figura 6.66: Superficie conica S y la curva C

Cabe destacar que también se puede verificar el Teorema de Stokes sobre la superficie plana
z = 2, sin embargo, en el ejemplo se indica explicitamente que se debe integrar sobre la superficie
conica z = /22 + y2. Con ello, se debe verificar que

j{F-dr://rotF-ﬁdS,
C S

donde la curva C se puede parametrizar como r(t) = (2cost,2sent,2) con t € [0,27] y la
superficie S se puede parametrizar como r(x,y) = <x,y, Va2 + yz), con (z,y) € R={(z,y) €

R? : 22 + 42 < 4}. Con estos datos se hace lo siguiente.
= La integral de linea se resuelve como

j{F-dr = %(mz—y)dx+4zdy+$2dz
c c
J

27
((40082t — QSent) .—2sent +8-2cost + 4cos’t - 0) dt

27
= 4/ (—20082tsent+sen2t+4cost)dt
0

= 4.

= La integral de superficie se resuelve como

. —Z -y
rot F'-ndS = // —4, —2x,1) - , , 1] dA
//S . ) <\/w2+y2 Va2 + >

B // dr + 2zy + /22 + 32 JA

27 2
= / / (47" cos 0 + 212 cos O sen 6 + 7“) rdrdd
o Jo

= 4,

con lo cual se verifica el Teorema de Stokes.
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6.10. Teorema de Stokes

Ejemplo 6.106 Verifique el Teorema de Stokes para el campo vectorial F(z,y, 2) = (zy, yz, 1),
sobre la superficie S con normales exteriores, definida por z = 1—22con 0 < oz <1y -2 <y < 2.

Solucion:

Una interpretacion grafica de la superficie S y la curva C, la cual es regular a trozos y esta

compuesta por las curvas Cy, Ca, C3 vy Cy4, se muestra en la figura 6.67. Se debe comprobar que

//rotF-ﬁdS:%F-dr.
S C

// ////'/7/777///#// s
i f%%%f%%
11

Y

Figura 6.67: Superficie S cuyo borde es la curva C = C; UCy UC3 UCy

= Para calcular // rot F'-1idS, facilmente se obtiene que rotF = (—y,—z, —x).
S

Ademés, dado que S se encuentra sobre z = 1 — 2, esta se parametriza

como r(z,y) = (z,y,1 — 2*) donde (z,y) € R = [0,1] x [-2,2]. Con ello se tendrfa que

//SrotF.ﬁdS = //R(—%_Z,_g;).(_zxa_zy,l) dA
= //R(_Z/>ff2—1,—x)-(2x,0, 1)dA

1 2
= / / (—2xy — x) dydx = —2.
0 J-2

= Para %F - dr, note que
c

fF-drz/F-dr%—/F-dr+/F-d7"+/F-dr.
C C1 Cz CS C4

La curva C; es una recta desde el punto (1,—2,0) hasta el punto (1,2,0), la cual se
parametriza como ri(t) = (1 —¢)(1,—2,0) +¢(1,2,0) = (1,4t — 2,0) con t € [0,1]. Por
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tanto se tendria que

/F-dr = /xyda:+yzdy—l—xzdz
Ci C1
1
= /((4t—2)-0+0+0)dt:0
0

La curva Cy se genera de la interseccién entre el cilindro generalizado z = 1 — 22 y el plano
y = 2, asf una parametrizacion es ro(t) = (t,2,1 — t2) con t € [0, 1], pero por la direccién
debe llevar un signo negativo. Con ello se tiene que

/F-dr = /xydx+yzdy+a:zdz
Ca Ca

- —/1(2t-1+(2—2t2)-0+(t—t3)'—2t)dt
0

! 11
_ 42 4 — _
= 2/0 (t—t*+t") dt R

La curva Cs es una recta desde el punto (0,2, 1) hasta el punto (0, —2,1) y se parametriza
como r1(t) = (1 —¢)(0,2,1) +¢(0,—2,1) = (0,2 — 4¢,1) con t € [0, 1],entonces

/F-dr = /:cydx+yzdy+xzdz
C3 CB

_ /1(0+(2—4t)~—4+0)dt
0

1
- 8/ (=14 2t)dt =0,
0

Finalmente, La curva C4 se genera de la interseccién entre el cilindro generalizado z = 1—z?
y el plano y = —2 y cuya parametrizacién es ra(t) = (t,—2,1—#2) con t € [0, 1], por tanto

se tiene que

/F-dr = /:Eydm+yzdy—|—:rzdz
Ca Ca

= /1 (=2t 14 (—2+2t%)- 04 (t — %) - —2t) dt
0

! 19
_ 42 4 —_ _
= 2/0(t 2 +th) dt B

Con la informacién anterior se concluye que

11 19 30
Fodr=0-—+0——=-""=_9
}é " TR AT ’
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6.10. Teorema de Stokes
resultado que permite verificar la veracidad de la formula del Teorema de Stokes.

Ejemplo 6.107 Verifique el Teorema de Stokes para el campo vectorial F(z,y,2) = (y + 2,7 +

2,x + y), sobre la superficie S ubicada en el primer octante, determinada por la curva

dr—3y = 0
C= 2 2, .2 :
r“+y-+z2¢ = 25

Solucion:

Un dibujo de la superficie S y la curva C se observa en la figura 6.68.

dr—3y =0

Figura 6.68: Superficie S cuyo borde es la curva C = C; UCy UCy

Se debe comprobar que / /

rot F'-idS = ?{F -dr, donde es claro que rot F' = (1,0,0).
S c

= Para / / rot F' - ndS, la superficie S se puede parametrizar como
s

r(y, z) = Gy, Y, 2)
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con (y,2) € R, donde R es la proyeccién de S sobre el plano yz y corresponde a una cuarta
2 2

parte de la region eliptica ?—6 + % < 1. Con ello se tiene que

//Sth.ﬁdS = //1%(17070)'(17_1'317_1.2) dA
= //R(l,OaO)- (1,—270) dA
- [

1
= AR:Z-4'5'7TZ57T,

= Para j{ F - dr, observe que
c

%F-dr:/F-dr—F/F-dr—i—/F-dr.
C Cl Cz CB

La curva C; corresponde al arco de circunferencia que va desde el punto (3,4,0) hasta el
punto (0,0,5) y el cual estd dado por la intersecciéon entre el plano 4z — 3y = 0 y la esfera
22 + 9% + 22 = 25. Esta curva C; se parametriza como 71(t) = (3cost,4cost,5sent) con
t e [O, %], asi

/Fodr = /(y—l—z)dx—f—(x—i—Q)dy—l—(:z:—i—y)dz
C C1
1 w/2
= / ((4cost +b5sent) - —3sent + (3cost + 2) - —sent
0
+ Tcost-5cost)dt
= 5m —20.

Ahora, las curvas Cy y C3 son segmentos de recta que se parametrizan de forma respectiva
como
ro(t) = (1 —)(0,0,5) +¢(0,0,0) = (0,0,5 —5¢t), t € [0,1] y

r3(t) = (1 —1)(0,0,0) + ¢(3,4,0) = (3t,4t,0), t € [0, 1].

Con estas parametrizaciones se tiene que

/F-dr = /(y+z)dm+(w+2)dy+(m+y)dz
Cz CQ

1
_ /(0+0+0)dt:0.
0
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Yy que

/F-dr = /(y+z)dm+(m+2)dy+(m+y)dz
C3 CB

1
= / (4t - 34 (3t +2) -4 +0) dt = 20.
0

Con los datos anteriores se comprueba el Teorema de Stokes ya que

]{F-dr—SW—20+O+20—57T.
C

Ejemplo 6.108 Sea S la porcién del plano 3z + 2y + z = 6 en el primer octante y sea C la

frontera de la superficie S, recorrida en sentido horario vista desde el origen. Calcule ¢ F - dr
C

usando el Teorema de Stokes, donde F(z,y,2) = (x + y,2x — z,y + z).

Solucion:

Un dibujo de la superficie S y la curva C se observa en la figura 6.69.

Figura 6.69: Superficie S cuyo borde es la curva C

El Teorema de Stokes establece que /
C

Fdr= // rot F'- ndS, donde, en este caso, la superficie
S
S estd dada por la ecuacién paramétrica r(x,y) = (z,y,6 — 3z — 2y), con (x,y) € R =
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{(:U,y) ER?2:0<2r<2,0<y<3— %m} A partir de ello se tiene que

%F'dr = //rotF~ﬁdS
C S
= //(2,0,1)-(—zx,—zy,1)dA
R

- //R(z,o,l)- wdfl

Es el vector normal del plano.

— 7] da=Tap-2
R

Ejemplo 6.109 Aplique el teorema de Stokes para evaluar la integral

]{(y2 — 2)da + (2 — 2*)dy + (2° — y?)dz,
C

donde C es la frontera de la seccién del cubo sélido 0 <z <a, 0<y<ay0<z<a, que corta
el plano z +y + 2z = 37“, recorrida en sentido contrario al reloj, observado desde la parte positiva

del eje x.

Solucion:

Para dibujar la curva C note que se esta trabajando en el primer octante. Luego se procede
a dibujar el cubo sélido y el plano, donde esta ultima superficie se dibuja determinando las
intersecciones con los ejes coordenados, para después unirlos con segmentos, segiin lo muestra la
figura 6.70.

2
Figura 6.70: Superficie plana S y la curva C

Ademas, observe que la superficie S se puede proyectar sobre el plano zy, obteniendo como
region R la mostrada en la figura 6.71. La regién R a la vez, se puede dividir en dos subregiones,
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6.10. Teorema de Stokes

esto es
R = I {(x>y)€R2:0§$§%, —r+5<y<a
Ry = {(z.y) eR*:§<ur<a 0<y<—a+%}
a/‘

1

1

1

a R

2 |

a |

@

2

Figura 6.71: Region proyectada de la superficie S sobre el plano xy

Con ello, la superficie S se puede parametrizar como r(z,y) = (1:, v, 37“ —x— y), donde (z,y) €
3

%
la cual es (1,1, 1), o bien, también es evidente que (—z,, —2,,1) = (1,1,1). Ademas, observe que

R. Claramente, la direcciéon del vector 7 debe ser la del vector normal al plano x +y + 2z =

rot F' = (—2y —2z,—2z—2x, —2x — 2y). Con todos los datos anteriores y recurriendo al Teorema
de Stokes, se tiene que

I = j((yQ — 2A)dx + (2% — 2B dy + (2* — y?)dz
c

= //rotF'fidS
S

= // (—2y — 2z, -2z — 2x,—2x — 2y) - (1,1,1)dA
R

= —4//(x+y+z)dA, donde x+y+z:3—a.
R

2
— 1 [ Faa
R 2

= —6(1AR
3a? 9a3
= —6a- =T
7 2
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Ejemplo6.110 Use el teorema de Stokes para calcular // (0,0,z) - 1dS, donde S es la superficie
s

definida por z = zy(l —z)(1 —y) con 0 < z < 1y 0 < y < 1 (ver figura 6.72), y el
vector normal unitario 7 tiene la tercera componente positiva. Sugerencia: Calcule el rot F
si F(z,y,2) = 5(0,27,0).

Figura 6.72: Superficie S

Solucion:
Segun la sugerencia, tomando F(z,y,z) = %(O, 22,0) se tiene que rot I = (0,0, z), entonces,
usando el Teorema de Stokes se cumple que rot F'-ndS = % F - dr, donde la que se debe

s C
calcular es la integral de linea, considerando que C es el borde de la superficie y se recorre en
sentido positivo, y segun la figura 6.72, estd compuesta por cuatro segmentos, suponga C =
C1 UCy UC3 ULy, por tanto queda

?{F-dr:/F-dr+/F-dr+/F-dr+/F-dr.
1 G Cs Cs Ca

= Sea C; el segmento de punto inicial (0,0,0) y punto final (1,0, 0), que se parametriza como
r1(t) = (¢,0,0) con t € [0, 1], entonces

1
/F-dr = /—xQdy
C1 012
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6.10. Teorema de Stokes

s Sea Cy el segmento que va desde el punto (1,0,0) y hasta el punto (1,1,0), la cual
se parametriza como ro(t) = (1,¢,0) con t € [0, 1], entonces

1
/F-dr = /—x2dy
Cz C22

= Sea Cs el segmento con punto inicial (1,1,0) y punto final (0, 1,0), la cual se parametriza
como 73(t) = (1 —¢,1,0) con t € [0, 1], entonces

1
/F-dr = /—J:Qdy
Cg C32

il
= /—(1—t)2-0dt:0
0 2

s Sea C4 el segmento de recta que va desde (0, 1,0) y hasta (0,0,0), y se parametriza como
ry(t) = (0,1 —¢,0) con t € [0, 1], entonces

1
/F-dr = /—:EQdy
Ca C42

Finalmente se tendria que
1 1
F-dr=0+-404+0= -,
c 2 2
siendo esta la respuesta buscada.

Observacion 6.40 En el ejemplo 6.110 anterior, se puede verificar el Teorema de Stokes, esto
1
es calculando la integral de superficie / / (0,0,z) -1 dS y debe dar como resultado 3 En efecto,
s

la superficie S se puede parametrizar como r(z,y) = (z,y,xy(l — z)(1 — y)), o bien, r(x,y) =
(z,y, 2y — 2y? — 2%y + 2%y?), donde (z,y) € R = [0, 1] x [0,1]. Con ello se tiene que

//S(O,O,a:).ﬁds = //R(O’O’x)'(_zwv—zyJ) dA
= g/olxdydx

5"
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Ejemplo 6.111 Aplique el Teorema de Stokes para calcular el valor de la integral de
linea I = ¢ F-dr, donde F(x,y,z) = (ycosx,x+senx,cosz) y la curva C posee ecuacién

c
paramétrica r(t) = (1 + cost,1 +sent,1 — cost —sent) con t € [0, 27].

Solucion:

Al usar el Teorema de Stokes se tiene que

[—%F'dr—//rotF~ﬁdS,
C S

de esta forma primero se determina el rotacional de F, el cual es rotFF = (0,0,1).
Posteriormente se necesita la superficie S que esta contenida dentro de la curva C, la cual esta
parametrizada por r(t) = (1 + cost,1 +sent,1 — cost —sent) con t € [0, 2], y se debe escribir
como la interseccion de dos superficies, esto es

= 1+ cost r—1 = cost (1)
= 1+sent =<{ y—1 = sent (2)
z = 1—cost—sent z = 1—cost—sent (3)

De la ecuacién (1) y (2) se deduce la ecaucién cilindrica (v — 1)% + (y — 1)? = 1. Luego, al
sustituir (1) y (2) en (3) se obtiene el plano z = 3 —x — y. Asi, la superficie S se puede tomar
sobre el clindro o bien sobre el plano. Por facilidad se va tomar sobre el plano, entonces S se

puede parametrizar como

T(l‘ay) = (x,y,?)—:r—y)
donde (z,y) € R = {(z,y) € R*: (x — 1)* 4 (y — 1)* < 1}. Con ello se tiene que

%F'dr = //rotF~ﬁdS
C S
= //(0,0,1)-(—zx,—zy,1)dA
R

_ //R(o,o,1)- (LL1) dA

Es el vector normal del plano.

- [}

= Ap=n-(1)*=n1.
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Ejemplo 6.112 Use el Teorema de Stokes para calcular la integral de linea
I= ]{(22 +tanz) dz + (2% + cosy) dy + (y* + €7) dz,
C

en donde S es la superficie cuya frontera es la curva C, formada por la interseccion de x 4 z = 2
y y? = 2z2. La curva C es recorrida en el sentido de las agujas del reloj, vista desde el origen.

Solucion:

Observe que la curva C corresponde a

_Jxtz = 2 (1)
C_{ y? = 222 (2)

cambie la ecuacion (1) en (2), generando la elipse (z — 1)? + % = 1. Ahora, dado que la superficie

S estd sobre el plano x+2z = 2 = z = 2—uz, esta se puede parametrizar como r(x,y) = (z,y,2—1x),
donde (z,y) € R = {(x,y) eER?: (z—1)2+ % < 1}. Asi, tomando F(x,y, 2) = (22 +tanz, 22+

cosy, y? + €*) y usando el Teorema de Stokes se tiene que

?{F-dr = //th-ﬁdS
c S

= //R(2y, 22,22) - (=24, —2y, 1) dA

- //R(2y,22,2x) +(1,0,1)dA

_ 2//R(x+y)dA

= 2// (x +y)dA, aplique los cambios =1+ 7rcosf y y = V/2r sen 6,
R

27 1

= 2/ / (rcos9+\/§rsen9+1> V2r drdf
0o Jo

= 2\/§7T.

Ejemplo 6.113 Dado el campo vectorial F(z,vy,2) = (y?, x + 22,2y?), haga uso del Teorema de
Stokes para hallar un plano ax + by + ¢z = 0, donde a, b y ¢ son constantes no todas nulas, tal

%F~dr—0
1

para toda curva cerrada y simple C que esta sobre el plano.

que
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Solucion:

Por el Teorema de Stokes se tiene que

%F-dr://rotF-ﬁdS:O,
C S

donde rot F' = (4y — 2,0,1 — 2y). Ademas, S corresponde a la superficie del plano ax+by+cz = 0,
donde es claro que un vector normal a dicho plano es (a, b, ¢). Luego, para tener garantia que

//th-ﬁdS:O
s

debe ocurrir que rot F - 11 = 0, es decir,

(4y — 2,0,1 —2y) - (a,b,c)
day —2a+c—2cy =
2y(2a —c¢) — (2a —¢) =

(2a —c)(2y — 1)

c=2a o

ol

= O O o O
DO |

Finalmente se tiene que ¢ = 2a y b € R, con estas condiciones se pueden hallar un infinidad de

planos de la forma az+by+cz = 0 tales que / / rot F'-11dS = 0y consecuentemente 7{ F-dr=0
s c
por el Teorema de Stokes.

Ejercicios
Ejercicio 343 Utilice el Teorema de Stokes para evaluar la integral de linea
1= f—y?’dai—l—x?’dy— 23 dz,
C
donde C es la curva de interseccion entre el cilindro z2 +y? = 1 y el plano 2 + 3y + z = 1. La
orientacion de dicha curva corresponde al movimiento contrario a las agujas del reloj en el plano
xy.

Ejercicio 344 Aplique el Teorema de Stokes para calcular el valor de la integral de linea

I= ]{(y—i—senx) dr + (22 + cosy) dy + x° dz,
c
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donde la curva C estd dada por r(t) = (sent, cost,sen 2t) con t € [0, 27]. Sugerencia: la direccién
de la curva C, vista desde el eje x positivo, esta recorrida en sentido horario.

Ejercicio 345 Verifique el Teorema de Stokes para el campo vectorial F(x,y,z) = (y, —x,0),

integrando sobre el hemisferio 22 + y? 4+ 22 = 9 con z > 0.

Ejercicio 346 Dado el campo vectorial F(xz,y, z) = (¢Y*,0,0), verifique el Teorema de Stokes
para la superficie determinada por el cuadrado con vértices A(0,0,1), B(1,0,1) y C(1,1,1) y
D(0,1,1), como se muestra en la figura siguiente.

Ejercicio 347 Considere el campo vectorial F(x,y,2) = (:1: — 2,23 +yz, —31:y2)
y la superficie S dada por z = 2 — /22 + 2, con z > 0. Utilice el Teorema de Stokes para

calcular I = ]{ F - dr, donde C es el borde de S.
c

Ejercicio 348 Aplique el Teorema de Stokes para hallar el valor de I = ]{ ydxr — x dy, donde C
c

es la curva de interseccion entre el paraboloide z = 22 + y? con el plano 2z + 2y + z = 6.

Ejercicio 349 Sea C el paralelogramo que se obtiene al unir los puntos A(1,1,0), B(0,1,1),
C(0,,2), D(1,0,1) y E(1,1,0) por medio de segmentos de recta, y orientado en dicho orden. Use
el Teorema de Stokes para hallar el valor de
I:74(2y+z)dw+(4x+y—z)dy+(5x+4y+z)dz.
c

Sugerencia: la curva C encierra parte del plano = +y + z = 2.

Ejercicio 350 Utilice el Teorema de Stokes para verificar la respuesta del ejemplo 6.34 de la
pagina 362.
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Ejercicio 351 Sea S la parte del paraboloide z = 9 — 22 — y? para z > 0. Sea la curva C la traza
de S en el plano xy, es decir, es la curva de interseccién entre el paraboloide dado y el plano
z = 0, la cual es tomada en sentido contra reloj. Verifique el Teorema de Stokes para el campo
F(x,y,z) = (32, 4z, 2y).

Ejercicio 352 Considere el campo vectorial F(xz,y, z) = (22 —2, 2% — 2%, y* — 22+ 1), y la curva

C generada por la intersecién del cilindro 22 4+ y? = 8x con el plano =+ + 2 = 0. Use el Teorema

de Stokes para hallar el valor de la integral de linea ¢ F - dr.
C

Ejercicio 353 Aplicar el Teorema de Stokes para calcular [ = // rot F'-7idS, donde F(x,y,z) =

S
2

(y,z,x) y S es la porcion del paraboloide z = 2+ v que queda por debajo del plano z = 2z,
donde 7i es el vector normal unitario a la superficie S cuya tercera componente es negativa.

Ejercicio 354 Verifique el Teorema de Stokes para el campo F(z,y, z) = (3y, —z2,y2?), donde

S es la superficie del paraboloide 2z = 2% + y? limitado por el plano z = 2.

Ejercicio 355 Verifique el Teorema de Stokes para el campo F(x,y,z) = (y,2z,2?%), usando

como frontera de integracién la curva de interseccion entre el el plano z = 0 y el elipsoide
2 2

z Y 2

A .

1 + 9 +z

Ejercicio 356 Sea el campo de fuerzas F(z,y,2) = (x — 3,5y — 2,2 — z). Use el Teorema de

Stokes para calcular el trabajo W realizado al recorrer una sola vez, en sentido positivo, la curva

de interseccién entre |z|+|y| = 1y z = y, vista desde arriba. Sugerencia: el sélido |z|+|y| = 1

es un cilindro recto de base cuadrada.

Ejercicio 357 Considere el campo vectorial F(z,y,z) = (xy,z,2), use el Teorema de Stokes
para calcular la integral / / (V x F)-7idS, donde S es la superficie del cilindro generalizado
s

z =1 — 22 que queda dentro del cilindro 22 4+ y? = 2y, seglin se aprecia en la figura siguiente.

Ademas, el vector 7 es el vector unitario normal a S con tercera componente positiva.
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Ejercicio 358 Considere la curva C parametrizada por r(t) = (cost,sent — 2cost,sent) con
t € [0,27]. Use el Teorema de Stokes para calcular

I:%(wy—zZ)daz—i—(a:+3y)dy+23dz.
c

Sugerencia: tenga como referencia el ejemplo 6.111 y por facilidad, considere proyectar la

superficie sobre el plano xz.

Ejercicio 359 Considere la curva C parametrizada por r(t) = (3cost +sent, 4+ cost,sent) con
t € 0, 2x]. Utilice el Teorema de Stokes para calcular

I= %(y?z) de + By +1)dy +yzdz.
c

Sugerencia: tenga como referencia el ejemplo 6.111 y, por facilidad, valore proyectar la superficie
sobre el plano yz.
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Respuestas de ejercicios

Ejercicios de la pagina 19

1. La ecuacién simplificada es 5(x — 2)? + (22 +y — 42)? = 9.

(3z—2)? + (4y—2)* =9,

2. La ecuacion es 5 16

3. La ecuacién es (z — %)2 +(z—2)(y—%)+(y- 2)2 =0.

4. La ecuacion sin simplificar corresponde a z + (z — 2) (
2 2
(ot (552) )+ (v ()

5. La ecuacién simplificada corresponde a 22 + y? 4+ zy = %(9{: +y—2z+5)>%

—2—2zx—2y+z\ __
2x+2y—=z -

6. La ecuacion es 22 + y? — 322 — 2y = % 2—-—z—y+ 2)2.

7. El elipsoide es 36(z — 2)? +9(y + 1)? + 1622 = 144. Luego, la ecuacién del cono es 36(z — 2)? +
9y +1)2+ 1622 = 144(x +y — 1)2

8. La ecuacién sin simplificar del todo corrresponde a (5x + 6y + z — 23)% + (1596“8%%159)2 +
2
w = 100[(z — 2)? + (y — 4) + (2 + 3)?]. Si se simplificada un poco equivale a 29(5z +

6y + 2)? + 2206(5z + 6y + z) + 150421 = 1600 [(z — 2)* + (y — 4)* + (= + 3)?].

9. La ecuacién buscada es 2zy — 20 = 2.

10. La ecuacién buscada es % = (z +3)% + 22

11. La ecuacién buscada es 2(3z 42y — 2)? =23z +2y —2) + 14 = (z — 2)* + (y — 1)* + (2 — 3)%.
12. Una posible forma de la ecuacién es 13(3z + y)? — 86(3z + y) + 235 =9 ((z + 2)* + y* + 22).
Luego, al hacer z = 0 se obtiene (12 +y?)? —68(x? 4+ y?)? 4 256 se forma una ecuacién cuadratica,

obteniendo 2% + y? = 64 y 22 + y? = 4, es decir, se forman dos circulos centrados en el origen y
de radio 8 y 2, respectivamente.
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13. Una posible forma de la ecuacién es (22 +1)? = (x — 1)% + 32
14. Una posible forma de la ecuacién es 13(3z + y)? — 86(3z + y) + 235 =9 ((z + 2)* + y* + 22).
Ejercicios de la pagina 35
15. 1. t€{0,1/3,v/2}.
2. (5,3,19).
3. 0.
4. (V71,2377 =VT7).
(—10,2, —6).
6. 16.
16. 1. r(t)= (£ + b 52 + 19t.t), teR.
2. r(t) = (%(1+ cost), sent,asen (§)), t € [0,27].
3. r(t) = (14 cost,v/2sent, 1 — cost), t € [0, 27].

4. r(t) = (3 t, 2 +t1), t e R

5. 7 (t) (t24_1,t, L +t2) teR.

&

T(t) <1+2¢?cost’ —2+\/5174005t’ % sent), t e [0, 271'].

17. Una parametrizacién es r(t) = (10cost,3sent,3cost) con t € [0,27]. Luego, ||7'(t)|] = 3 en
t = 0, generando el punto (10,0, 3).

18. 1. r(t) = (1+2t,4t,2—t) con t € [0,1].

2. r(t)=(t—1,3 —=5t,t) con t € [0,1].

— V73 =441
19. 1c.d TS 5.0:4 97
z2=4(y —2)*+3 r+z=2

S 2224192 — 92 =44

24. r(1/2) = (3/2,—1/2,0).

Ejercicios de la pagina 59

25. v(t) = (2v/2t,2e*, —2e72), a(t) = (2v/2, 4€*, 4e7%") y una rapidez de 2v/2t2 4 % + e—4.
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Capitulo 7. Respuestas de ejercicios

26. v(4) = (#,2, —1) y una rapidez de %.

28. t = —3/2.
29. En los puntos r(2) = (—2,12,14) y r(—1) = (—2,3, —4).

30. r(t) = <\/L§ cost,sent, —\% cos t) con t € [0,27]. La longitud de arco es 2.

31. 1. V3(1—eh).

2. 4.

32. T(t) = %( 2sen(2t),2cos(2t),3), N(t) = (—cos(2t), —sen(2t),0) y
B(t) = %(3 en(2t), —3 cos(2t), 2).

33. T(1) = 1(-3,2,6), N(t) = #ﬁ(22,18,5) y B(t) = %17(2, -3,2).
34. 1. B(3n/2) :—\%(0,1,1).

2. La curvatura tiene como resultado \/Li sin importar el valor de t.

35. L r(t) = (V25 — ¢, Vi, V10 — ) con ¢ € [0, 10].
2. 70 1280481y —5z = 750, my - —3w+4y—122 = —12y 7p : 9522 — 1551y — 7552 = —1600.
36. r(t) = (\/ﬁcost, V2sent, 1). Luego, mp:z=1, iy :x—y=0ymp:x+y=2.
37. 1. r(t) = (t,t%,21).
2. lp: (z,y,2) =(1,1,2) +5(1,2,2), iyt v+ 2y + 22 =Ty k(1) = \é—Q;O.
38. L or(t)= (\/§COSt, V2 sent, \/ﬁsent) yu(t) = (—\/§sent, V2 cost, \/§cost).
2. Iy (x,y,2)= (1,1, 1) +s(l,, 1) yay : —z+y+2=1.
39. 1. r(t) = (cost

sent, —= sen t) con t € [0, 27].

7\/7 7\/7

|=

2. lTZ(l’,y,Z) = (%7%7%) +S<_\/L§727%> yﬂ-N:_%‘F%‘F% = 0.
40. 1. 7(2) = (—4,-2,4).
2. (1) = (~2, -3, 1).
41. 1. r(t) = (V2cost,2,v2sent) con t € [0, 2n].
= (1,2,—1), por tanto t = %’r. Con ello, T (%’T) = (\/LE,O, %), N (%’T) =

(5) = 010 y 5 () = &

488



42.

43.

44.

45.

_ _42
5(t) = e ¥ N = (0, 52,155

k(2) = % y la ecuacion cartesiana del circulo osculador es

2
c. (4424942 + (2 — %) =81
6r — 6y + 32 =2

La ecuacion cartesiana del circulo osculador es

ct{ (w_—32)2+y2+(z_3)2_9 .

_ 6
T(t) = Wit zst £ 0.

46. 1. 7(t) = 0, esto prueba que es una curva plana.
2. Seaw=c¢et -2t y= %et + 4t + % y 2= ﬁ, compruebe la igualdad 2z — 3y + 4z = 15.
3. mo : 2x — 3y + 4z = 15 puesto que la curva es plana.
51. 1. T(t) = % (—2 sent + \% cost,—sent — \% cost, —QSent) y
N(t) = % (—QCost — \% sent, —cost + \% sent, —2008t>.
2. T(2m)- N(0) = (&~ %,0) - (-2,-%,-2) =0,
3. Note que ¢ = 0. Con ello, ar(0) =0y ay(0) = 3.
52. 1. ar(0) =5y an(0) = 2. 3. T(0) = —=(2,0,1), N(0) = (0,1,0) y
2. (0) = 2. B(0) = \%(—1,0,2).
53. 1. apr(1) =0y an(l) =2
2. k(1) =2, T(1) = $(1,v2,1) y N(1) = £5(-1,0,1)
3. 0g (2,9, 2) = (0,v2, 1) + s(V2,-2,V2).
4. WN:x+\/§y+z: %
5. TR: —T+ 2z = %

bs b s b
54. r(s) = ((m+a> cos (%ln (ms—Fl)),(\ﬂf’zﬁ—l—a) sen (%ln (ms—l—l)».

55. 7(s) = (In (5 + V&7 + 1) cosh (In (s + V52 1) ) ).
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Ejercicios de la pagina 71

56.

58.

. Tome 7 (t)

1. Tome r1(t) = (t,t) y r2(t) = (¢,0).

. Tome r(t) = (¢, t) y r2(t) = (0,1).

(12,1) y ro(t) = (1,0).

Tome r1(t) = (¢,t) y r2(t) = (¢,0).

. Tome r(t) = (t,0) y ro(t) = (Vt,V1).

1. Continua en R? — {(0,0)}.
Continua en {(z,y) € R? : x # +y}.
Continua en R

Continua en R2.

. Continua en {(x,y) € R? : seny # 0}.

Ejercicios de la pagina 93

_ 3
63. n = -3

66. Vf(z,y,2) = ——

67.

68.

69.

70.

\.}

Dr(P) =

2

/w2+y2+z2

1. Los puntos son de la forma (—%, —%,a), a € R.

Capitulo 7. Respuestas de ejercicios

Tome 71 (t) = (¢,0) y r2(t) = (V/1,1).

Tome 71 (t) = (t,t) y ro(t) = (t3,1).

Tome 71(t) = (0,t) y ro(t) = (t, t +13).

Tome 71(t) = (¢,t,t) y r2(t) = (¢,0,0).

. Tome r1(t) = (t,t,t) y ro(t) = (¢,0,1).

Continua en R?.
Continua en R? — {(0,0)}.
Continua en R? — {(0,0)}.

Continua en RZ.

(x,y, 2), que claramente es unitario y paralelo a .

. Corresponde a todos los puntos de la forma (a, —% + 2a, b), con a,b € R.

1. Es de grado a = 1.
Es de grado a = 2.
Es de grado a = 0.
Es de grado a = 0.
Es de grado a = 3.

Es de grado a = 2.
ek

11
L. Dp(—n/a) (757 7 1) =5/
.y —3r + 6y + 2 =6.



71. 1. r(t) = (2cost,v2sent,0) donde t € [0, 27].
2. Note que ¢t = 7 para el punto P(+/2,1,0). Luego, Dy(P) = 0.
3. Usando la observacién sugerida se conlcuye que Dppy(P) = 0.
72. Dp(P) = 0.

74. 1. EI crecimiento maximo ocurre en la direccion V f(P) = (2,2,2). Luego D29 f(P) =
2V/3.

2. Drf(P) =

75. Vf(P) = ( avo—buz _buy—av; )

UIV2—VIU2 T UIV2—VIUL

Ejercicios de la pagina 129

76. El punto de tangencia es (1, 1, 14+€?) y la ecuacion cartesiana del plano tangente a la superficie
es (2+2eH)x + (1 +2e2)y — 2 = 2 + 3e%.

77. La ecuacién cartesiana del plano tangente a la superficie es 22 + 4v/2y + z = 6. Luego, la
recta se puede escribir como z = 1 +1¢, y = /2t y z = 4 — 10t, esto se cambia en el plano y se

verifica la igualdad.

78. La ecuacion cartesiana del plano tangente a la superficie es y = v/6. Luego, dicho plano corta
al cono y%2 = 22 + 22 en el circulo 2 + 22 = 6,el cual es un circulo de radio v/6 sobre el plano
y = 0. Este se puede parametrizar como r( ) (\/6 cost, 0, \/—sen t)

_ _5
79. z=-3,z=3

80. 3z 48y — 5z = 1.

-3

81. Los dos puntos de tangencia son (\/Lﬁ, \/Lﬁ, —\/Lﬁ) y (—\/Lﬁ, _\/LT’ %)
82. y+z=1

83. El plano tangente es 22 + %y + %2 = 1. Luego, los cortes de este plano con los ejes
coordendos son (Z—z, 0, O), <O, z—z, O) <O, 0, Z—i), con ello se deduce que el volumen del tetraedro

212 .2
esV:%—abC.
Z0oYozo

84. Defina g(x,y, z) = f(z,y) — z, por el teorema de la derivada implicita note que Vg(zx,y, z) =

(—%, —& ,—1). Con ello, la ecuacién cartesiana del plano tangente a la superficie z = f(z,y)
en el punto P estd dada por —x? — % —z = —a% — % ¢, es decir, xF, + yly + 2F,

aly +bF, + cF,, donde F,, I, y I, estdn evaluadas en el punto P.
af 8f =0.

90. Usando la regla de la cadena y simplificando al méximo se obtiene 5y
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Capitulo 7. Respuestas de ejercicios

91. Usando la regla de la cadena tanto para las derivadas lineales como de segundo orden, ademas
de simplificar al maximo, se obtiene 35 f —|— 2 =0.

92. Tome u = z + y, luego, usando la regla de cadena y simplificando se llega a que % + g—zﬁ —

02z __
2Bx8y = 0.

95. Usando la regla de la cadena se obtiene 3‘125 =4z ygu§ + (422 + 4y2) Foae T 282 + day Lz (%2.

: ¢ 9z _ Fy—F, 0z _ F,—F,
98. Por el Teorema de la Derivada Implicita 5% = Y 5 = FR

99. Por el Teorema de la Derivada Implicita % = %

100. Tomndo x = 1y y = 1 y usando el Teorema de la Derivada Implicita se obtiene que

g—g(l, 1) = —5. Luego, usando este hecho y calculando aa;gy, se llega a que ggy(l, 1) = —20.

& — _& z 622 _ _Fngv"!‘QFquFtw_FgFuu
= 1 o Ademas 5 = 7 .

101. Por el Teorema de la Derivada Implicita % = —
Ejercicios de la pagina 153

106. P(3/4,—1/4) es un minimo local.

107. P1(—3,0) y P»(1,0) son puntos de silla, P3(—1, —2) es un méaximo local.

108. P;(2,1/2) es un minimo local, P(—2, —1/2) es un maximo y Ps(1,1), P;(—1, —1) son puntos
de silla.

109. P;(0,0) es un punto de silla, P»(—1/2,—1/2) y P5(1/2,1/2) son minimos.

110. El tnico punto critico es P (%, —%) y es un punto de silla. Los puntos de la forma (z, —z)
no son puntos criticos ya que se indefinen en f(z,y).

111. Los puntos criticos son P;(0,0), P (1,1) y P3(—1,—1). P3(—1,—1) se clasifica como minimo
local.

112. Los puntos criticos son P;(0,0), P (\/ \[) Py (\[ —\%), Py (—\%, \%) y

= (—\/Li, —\%) Luego, Ps se clasifica como maximo local.

113. Los puntos criticos son P;(0,0), P(2,0) y Ps(—1,0). P; se clasifica como méaximo local, P,
se clasifica como minimo local y P3 como punto de silla.

114. P;(—5,2) es un minimo local y P»(—1, —2) es un punto de silla.
115. P, (0, %) es un punto de silla.

118. El tnico punto critico es P (0,0) y se clasifica como punto de silla.
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119. Si z,y, z son las dimensiones de la caja, la funcién por minimizar es f = 2xz + 2yz + zy,
donde zyz = 100. Con ello defina f(z,y) = 22 + % + zy y concluya que (v/200,v/200) es un
minimo, entonces las dimensiones son x =y = v/200 y z = v/25.

120. Se debe obtener el minimo de la funcién d(z,y) = /(z —2)2+ (y —3)2+ 22—z —y)% ¥y
verifique que dicho punto minimo es P(1,2), siendo la distancia menor V3.

121. Todos se ubican en la frontera de Ry corresponden a: el punto P;(0,0) que es un minimo,

el punto Py <\/g , 1) que es un maximo y el punto Ps (1, %) que es un maximo. Con ello, el valor
minimo ocurre en P; y el valor maximo en Pj

122. En el interior de R el tinico extremo es en el punto P; (—%, %) y es un minimo. Sobre la
frontera los extremos ocurren en los puntos: punto P (0,1) y es un minimo, P3(0,0) y es un
maximo, P (—%,0) y es un minimo, P5(—2,0) y es un maximo, Ps(—1,1) y es un minimo,
P7(—2,1) y es un maximo. Evaluando todos los puntos en f se concluye que el méximo valor
ocurren en P3 y el minimo valor P;.

123. En el interior de R no hay extremos. Parametrizando la frontera de R como r(t) = (cost,sent)

con t € [0,27], los extremos ocurren cuando ¢ = § y es un maximo, y ¢t = %’r y es un minimo.
Respectivamente estos puntos son P; <‘/7§, \/7§> vy P (—‘/75, —‘/7§>
124. Los puntos criticos son P;(0,0,0), P(2,2,2) y P3(—2,2 — 2), todos son puntos de silla.

125. Los puntos criticos son P;(1,1,1) v Py(—1,1,1), respectivamente se clasifican en un punto
de silla y un maximo.

126. Los puntos criticos son P; (0, 1, %) y Py (—2, 1, %), respectivamente se clasifican en un punto

de silla y un maximo.
127. 1. Los puntos criticos son P;(0,0,0), P(1,1,1), P3(—=1,—1,1), Py(—1,1,—-1) y P5(1,—1,—1).
2. (1,1,1) es un minimo local.
128. 1. Los puntos criticos son P;(3/5,2/5,0), P»(1,1,1), P3(1,1,—1).
2. (1,1, —1) es un minimo local.
Ejercicios de la pagina 182

132. Los extremos son P;(1,0,0), P,(—1,0,0), P5(0,2,0), P4(0,—2,0), P5(0,0,3) y
Ps(0,0,—3). El valor minimo de f ocuure en Py y P y el valor méximo de f ocurre en Psy Pg.

133. Los extremos son P 5 (0,0,45),Ps4 (O,j:\/g, 0) y Ps5(£2,0,0). Luego, evaluando en la

funcién f esos puntos se deduce el maximo valor y el minimo valor.

134. P(3,3,3) es un minimo condicionado.
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Capitulo 7. Respuestas de ejercicios

135. P(3,3,3) es un minimo ligado.

136. Los extremos son P; (\/§ v2 */5)7 P (—*/75,—‘/75,—£> Ps (‘/5 —\/75,—‘/7§> y

27027 2

Py (—‘/75, @, @) Luego, el maximo valor ocurre en P; y P> y el minimo valor en P3 y Pj.

137. Los extremos son P; (—% % 7) P <\/6’ %’_76') Ps (\f \/(—).,—\/lé> y

Py <_\}é’ \f \[> Con ello, el valor minomo de f ocurre en los puntos P; y P3 y el valor

maximo en P» y Pj.

138. Los extremos son P; (O, 2 5) Py (O, —g), P5(2,0,0) y Py (—2,0,0).
Asi, d((0,0,0), Py) = d((0,0,0), P,) = g\/_ y d((0,0,0), P3s) = d((0,0,0), P,) = 2, por tanto la

distancia minima ocurre en los puntos P; y P, y la méxima en los puntos P3 y Pj.

139. LoaextremosligadossonP1 (2\/ 9,3 9,5@/ > Pg( 2 9, -3 9, —94/ 10 ) P3< N —354v/646 ’\F
v Py < = 46, 351/646, ) El valor méximo absoluto ocurren en P, y Py ya que f(P) =
f(Py) = 10. El Valor minimo absoluto ocurren en Py y Py ya que f(Ps) = f(Py) = I—? En

realidad esta ejercicio pedia la distancia maxima y minima del origen a la curva de interseccién
entre el paraboloide 7 + + 2 % =1lyelplanoxz+y—2=0.

140. Los extremos son P (j: 18 i?’ +o7 2 ) con todas las posibles combinaciones de signos (en total
son 9 puntos). Luego, dado que la func1on distancia d(z,y,2) = ‘W‘ alcanza su valor
minimo cuando 2z + 3y + 6x alcanza su valor maximo, y esto ocurre cuando z, ¥ y z son todos

positivos, asi la distancia minima ocurre en el punto P; (%, %, %) donde d(P;) = 13.

V6 TV3Y
se producen en la frontera de (), donde el valor maximo es : 21\/5 y ﬁ

141. En total son 10 extremos, P; 2(£1,0,0), P53 456,7,89.10 (j: +-L j:\%) Los extremos absolutos

142. Al utilizar multiplicadores de Lagrange, en una de las ecuaciones que obtiene factorice y, y
concluya que y = 0 y que un multiplicador de Lagrange es también cero, en este caso A\; = 0.
Al analizar el caso \; = 0 se llega a una contradiccién, por tanto no produce puntos. El caso
y = 0, produce el punto P; (%, 0, %) Existe otro caso que debe analizar también, produciendo los
puntos P»(4,3,3), P5(4,—3,3), Ps(4,3,—-3), P5s(4,—3,-3), Ps(—4,3,3), P;(—4,-3,3), Ps(—4,3,-3)
y Py(—4,—3,—3). Luego, por la naturaeza de la funcién f(z,y,z) = z, es claro que el méximo
valor ocurre en los puntos P, P3, Fs v Pr, el cual equivale a 3, y el minimo valor se da en los
puntos Py, Ps, Py v Py, el cual equivale a —3.

,%) el cual produce un valor minimo de V, tal que

a_

144. El dnico punto critico es P < Vel

V(P) = Yabe.

Sl=

145. El tnico extremo es P(3,3,3) y usando la matriz Hessiana Orlada se clasifca como un minimo

ligado.
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146. Los extremos ligados son P; (—1, —%, —%) v P (1, %, %). Luego, P; es un méaximo ligado y

P» es un minimo ligado.

147. El tnico extremo es P(3, 3, 3) y usando la matriz Hessiana Orlada se clasifca como un minimo
ligado.

148. P; es un minimo ligado y en P no hay extremo.
149. P; es un minimo ligado y en P, no hay extremo.

150. Sea P(z,y) un punto de la hipérbola, entonces la distancia de dicha hipérbola al origen es
d((0,0), P) = /22 + 32, asf determine los extremos de la funcién f(z,y) = 22 + y? sujeta a la
restriccién 2 — y? = 1. Establezca que los puntos P; y P, producen los valores minimos de f y

ademas clasifiquelos en minimos ligados usando la matriz Hessiana Orlada.

151. Usando multiplicadores de Lagrange se concluye que los puntos criticos ligados son P; (0, 2),
P5(0,—-2), P5(1,0) y Py(—1,0). Luego, el valor minimo ocurre en P; y P», el cual corresponde a
2017.

152. Debe probar que el punto (2, 2, 8) es un punto critico de la funcién Lagrangiana L(z,y, z, \) =
zyz + M2? + y? + z — 16). Luego, el punto (2,2,8) es un minimo ligado.

153. 1. Los puntos criticos de f dentro de R son P;(0,0), P»(0,1), P5(1,0) y Py(1,1), los
cuales se clasifican usando el Hessiano de orden dos, en un méaximo ligado, punto de silla,
punto de silla y minimo ligado, de forma respectiva.

2. Los extremos ligados son P5(v/2,v/2), Ps(—v/2, —v/2), P:(0,2), Ps(0, —2), Py(2,0) y Pio(—2,0).
Usando el Hessiano Orlado, se clasifican en un minimo ligado, maximo ligado, maximo

ligado, minimo ligado, maximo ligado y minimo ligado, de forma respectiva.

3. Evaluando los maximos y minimos anteriores en la funcion f, se induce que el valor maximo
ocurre en los puntos maximos P7(0,2) y Py(2,0) y el valor minimo absoluto ocurre en
P8(07 _2) y PIO(_27 0)

Ejercicios de la pagina 253
154. 1. iIn2l.

2. (1/e —e)m?/8.

155. 1. Se debe invertir cambio el orden de integracién. La respuesta es % (\/§ — 1).

2. Se debe invertir cambio el orden de integracién. La respuesta es % (64 — 1).
3. Se debe invertir cambio el orden de integracion. La respuesta es % (69 — 1).

156. T = [ [*", Lo dyde = 21n9.

—3722 1+a3
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157. 1. 1= fol f;:\/fvj_*;/ j“(as,y)dycaly—kff1 f;f\/ﬁf(x,y) dxdy+f01 fimf(ax,y) dxdy.
2. 1= 1 [T o, y)dody
3. [—f f_ Vi-a? f(z y)dyderfol Ol_xf(x,y) dydzx.

LI =[5 [V Fy) dyde+ [ J) o) dydo+ [33 [° f,y) dyda.

5. ]:foaf:j_va_y f(x, y)dxdy—l—f%[af?afxy dxdy+f0f+\/—f:ry)d1:dy
4a

158. fa—i—\/Zaa: 2

e m 8\/_a3/2

159. I = fol f\?};y f(z,y) dzdy = 1n(4/3).

160. I—fo f3 % f(x,y) dedy = 1.

161, 1= [ 4f \/7V+_+4 () dady + [, fy |

+fy fﬁﬁrcsen( Y f(w,y) dedy.

arcseny

(x,y) dzdy

162. A= [ [V Ldyda + |7, fv\z%ldyd + Y Ldady.

AR_fff\/_Vmg;derfff 1d dy+ [, fV“”y Ldwdy + [° f\/_1dxdy+
f f ldxdy Las respuestas pueden variar considerando la simetria de R.

163. AR:f1 S Vdyde + [ i7" Ldyda.
AR—fO f 1dwdy+fff \/—1dxdy.

n(b)
164. [ = [ f Vot (b Y 1 dady
= acos(b) ztan( ) 1dyd$ +f

a COS

f‘ a?-a 1dydx

165. Ap = [ [22VIV Ldady + [ f2 2V y )1dxdy+f1 fj“ () gy

arcsen y arc sen(y by )

4+ = arcsen
+f [ \/ﬁ(2 y)ldxdy—i-fo f2+2mldxdy.

242

= arc sen( 2 )

166. A = [Js f?‘”“e“ D dady + [ f Ldady + [ f

1—+ arcsen( ¥

+ 51 arcsen(z)(Q)ldxd“ff N L arcsen(y) L 4PAY

1dxdy

40—4z
167. Ap = [7 [Voor Vdydae + [ [/ Ldyde + [° [y Ldyda,

168. Ap =09.
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169. Vp = fo Jo (1 —2) dydx =
170. Vo = [ fo (5 — 22%) dady =
171. I = fb“ fol C fu(l =), uww)ududo.

172. [ = 2f01 f0_4u+4 (Vv +u?) dvdu =1

173. 1. En el orden dxdy es I = f 1/4 y:i \/_d:rdy + f1/4 y+1 \/%dxdy. En el
x2—y

orden dydx es [ = f3/4f $+1 \/—dydl:+f3/4f ot \/@dydx.

2. Al hacer el andlisis de fronteras se determina que la nueva regiéon R’ es el cuadrado

[—%, \% — 1} X [—%, \/Li — 1], esto en el plano uwv. También se concluye que el integrando

7 ; = = 2(u+1§(v+1) y que |J(u,v)] = —=8(u + 1)(v + 1), el cual se toma positivo. La
a2y

2
integral I queda I = [[;, 4dA = 4Ap =4- (%~ 1) =3-2V2,

174. Laregion R es [0,3]x[2,1] € (u,v), donde |J(u,v)| = ﬁ, asi I = [, \/Lﬂ dA" = 6(v/2—1).
175. 1= [° [ /o + 1 dvdu = 410v/41 — 640.

176. [ = f12 f24 (:p4 —yt) 3 (w2+y ) dvdu = 3 f12 f24udvdu = %.
177. Se debe dibujar la region R = {(u,v) € R? : —v <u <wv, 0 <v <1}, donde |J(u,v)| =

_zll\/ 2y ast [ = %fol [¥, cos (%) dvdu = § sen(1).

178. Ap = [[n abdA' = abAg/, donde R’ es el circulo u? + v* =1, con ello Ag = abr.

'U/2 U2
179. I =3 [/, %dfl’ =1.0=0, donde R’ es el circulo u? + v* < 2, con u > 0.

180. 1. fo asec@ f(rcosb rsenG)TdrdQ—l—f fame f(rcosf,rsend)rdrdb.

Do

fo asece r)r drd.

w

f fCSC9 f(rcos,rsenf)rdrdd.

4. [ [0t ¢ (can 0)r drdf + f C el f(tan 0)r drdd + JZ L0 f(tan0)r drdo.

ot

fl 2rdrdo.
181. I = foi Jo In(r? + D)rdrdd = % ((a® + 1) In(a® + 1) — a?).
182. [ = [ [? e cond gy — )

183. 1= [ [0 rdrd) =%
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Capitulo 7. Respuestas de ejercicios

184. La regién R en coordendas polares estd dada por —%T“ <0< Fy0<r<1 Conelloy

simplificando el integrando se llega a que I es cero.

185. A

r=4 foﬁ foa V2eos0) L edf = 242,

186. Ap = fog 240002560 rdrdd = 3(2+ ).
187. Ar = %‘12 — “Zb + bz;‘lz arctan (%)
188. Ar = 2mwab — 4abarctan (%)
189. L V=2 (fi)l fo 1=t (1 —a? —y? - 0) dydx + fo fm (1 —z? -y - O) dydx).
2. Vg =2 (f:/Q fol r2)r drdf + fﬂ/Q fcosQ(l —7r?)r drd&) =2 (% + %) = Y. Durante el
calculo de esta integral aparece fo % cost 0 df, y mediante la igualdad de Wallis su valor es
.
190 1 Vo= [y [y (12 — Zegt - asett /55 —32) drdg — 2.
2. Vg = [27 [ (18r — 2r3) drdf = 81
2w 37\2@ \/—2 457
33 Vo=Jy" fo? (2V9—r2=3)rdrdd = 2.
191. Vg = 1/\[ (\/1 r? — 7") rdrdf = 2_3‘&71
192. 1. fOﬂ—fO f(2r cos 6, 4r sen 0)8r drd.
2. foﬂ fOﬁSGHQCOSQGf(T cos 0, v/3r sen 0)/3r drdp.
3. f"/2 fl V4 — r2abr drdf.
4. foﬁ/Q fol a®b?r3 cos O sen 6 drdf.
6/
5. fOW/Q 0 cosOsent u/5. /61-2+/cos f sen 0 drdf.
193. M = 2.
194. M = 3.
195. M = 40. El centro de masa es (%, %)
196. (7.7) = (2. 15)-
197. M =%y (z,9) = (3. 3).
k
198. M = 63 y el centroide es (%, %).
199. La funcién densidad es constante. El centroide es (%“, 37b)
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200. El punto buscado es (%, f—g).

201. 1. Suponga que los vértices del tridngulo son (0,0), (b,0) y (b/2,h). Con ello, (Z,7) =

202. (z,7) = (0,3%).

203. La funcién densidad es f(z,y) = k d((z,y), (x,0)) = ky, k € R. Luego, (Z,7) = (2, 32).

204. La funciéon densidad es f(z,y) = k d((z,y), (0,y)) = kz, k € R. Luego, la masa es 128k

ka*

205. Suponga que la funcién densidad es f(z,y) =k, k es una constante. Luego, I, = “5-.

206. Suponga que la funcion densidad es f(z,y) = k, k es una constante. Luego, I, = I, = ka'm
y lo=

kaTr

207. Suponga que la funcién densidad es f(z,y) = k, k es una constante. Luego, I, = I, = %4~
208. El cambio de variable que debe usar es u = yw—Q yU= %2 Luego, I, = 25.
209. M =cr(a® —b?) y Iy = §(a* — b*).
Ejercicios de la pagina 319
210. 1. I =1(-1+1n4).
2. [ =3.
211. 1. I = fol Ol_y 01_2 f(z,y, z) dedzdy.
2. [ = fol - Ol_z f(z,y, 2) dydzdx.
3. [—fO Io Jo F f(xy, 2 )dzdydx+f0 f fol Y f(z,y, 2) dzdydz.

4. Cualquiera que escoja debe dar como resultado 4 — .

2. Vi = [, [ (Y s,

213. Vg = ma’.
214. V = 727
215. 1 Vo= [° [V0e5s [Lhs, s 1 dzdyds =727,

2. Vo =J? rdzdrdd = T2r.

fO fr cos 0+2r sen 6—8
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216.

217.

218.

219.

220. I

221.

222.

Capitulo 7. Respuestas de ejercicios

1. En el orden dzdydz es I = 3/2 f%f v 6—; Z; f(z,y, 2) dedydz+
22 v 9—y2—22
f3/2 f%f z f x,y, z) dedydz.

En el orden dzdydx es [ = f a5 f i f\/j/fff x,y, z) dzdydz.
7\/§ 7
En el orden dydzdx es I = f_% 33—/3/W fv%f (x,y, 2) dydzdz+

2y3 927 9—22—22
fizsf f\/ f\/mf (x,y,2) dydzdz.

. En el orden dzdrdf es I = fo f3 \/—f (rcosf,rsend, z)r dzdrdf.

En el orden drdzdf es I = 3/2 fo V6e—2? f(rcosO,rsenf, z)rdrdzdf+
fg/z Jo Vot TCOSH,Tsenﬁ,z)rdrdzda.

: En el orden dpdpdf es I = o ﬂ/?’ fo (psen ¢ cosf, psen gsen B, pcos ¢)p? sen ¢ dpdodd-+

fW/Q fﬁcowf psenqﬁcos@ psengbsen@ pcos @) p? sen ¢ dpdpdf.

w/3
En el orden dodpdf es I = fo ﬂ/g f(psen ¢ cos B, psen ¢psen @, pcos ¢)p? sen ¢ dpdpdf+
3 farceos(§) f psen¢cos(9,psen¢sen0,pcos¢ p? sen ¢ dodpdf.
0 w/3

Vo = 0 fo Viaz—r2 rdzdrdd = 2/3ma>.
Vo = 5" [ [ rdedrdd = T

I =

woly

fo f2\/9$r3 dzdrd9+f fl o=r” r3 dzdrdf = 964”

Vo = 2f7r/2 acosefo T dzdrd = %3(37r —4).

. . . . 6771" cos? §—r? ser
Realice el cambio z = \/LE cos 0y y = rsenf. Luego, la integral triple queda Vg = % f fo f 5,2 5052 9 50 sen2.

47T\/§.

223.

224.

225.

2T 3 dadrdf =
9 " 1/2 —cos¢+\/cosz2¢+m
2. Vo = 0” Oarc an(1/ )fo Zeent @ p? sen ¢ dpdodp.
1. I= 2” fo‘/g N A= (r? + 22) r dzdrdf = 2.

2. I = [77 [T 2., p*senpdpdpdd = 42,

0

1. Vo= 0 0“/2Rh h gﬁ;frzrdzdrd&
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9. VQ = foarccos< f(R B Sec¢p Sen¢dpd¢d9

226. 1. Corresponde al interior del paraboloide 3z = x? + 2 limitado superiormente por la
esfera 22 + y? + 22 = 4.

2. = [37 [ [3 p?sen ¢ dpdodd + [ [T12 [ 77 o2 sen ¢ dpdpdo.

2p

-1 (—aﬂ/m )
p? sen ¢ dodpdf.

271_ 2 COSs
3. 1= 0 fo fo

arc cos

(7114»\/ a2 44p2
27 2a

2p

) ptsen ¢ dodpdf.

228. Vo = [27 [oF [2°°° p sen ¢ dpdpdf) + [T f JLes oo 2 gen 6 dpdpdf.
229. [ = ;f—o.
230. I W/2 ft‘;‘fﬁ psen ¢ dpdpdf = 4.

231. I = 027r fo% fol p4sen¢0032¢dpd¢d9+f f f2cos¢ 4 sen ¢ cos? ¢ dpdpd = 1%

232. 1= [27 [i5 [ 0% sen ¢ dpdd = “Z(2 — /3).

233. I f:/f 4cos p? cos ¢ sen ¢ dpdpdf) = %ﬂ

234. [ — 21 7r/2fOCOS¢p sen? ¢dpd¢d9—

cos? ¢
235. Realice el cambio x = apsen ¢ cosf, y = bpsen psen y z = cp cos ¢. Luego, la integral triple
I a sen ¢ cos 0 1/3
queda Vo = [ [ [, )" abepsen? ¢ dpdgdd — matbe
2

236. M = %. El centroide es facil de hallar.

237. (fygaz) = (Z%a’ %7 %)

238. Por la simetria del solido @) se deduce que el centroide esta sobre el eje z, siendo T =7 = 0.
Luego, (7,7,%) = (0,0, %)

239. Por la simetria del sélido se deduce que el centro de masa esta sobre el eje z, esto hace que
T =7 =0. Luego, halle Z = 3. Asi, (%,7,%) = (0,0,3).

240. (7,7,%) = (0,0,1+/2).
(5.0.5)-

242, 1. M ==F

241. (T,7,%)

2. Myy =T My. =0y M,, =—.
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243.

244.

245.

246.

247.

2.

Capitulo 7. Respuestas de ejercicios

(0,—15, 15)

Ix:mTTrv y =57y L=
o=

1. M =20r

Moy =T My =%y M= %
(360 300 15)

I, = 462w, I, = 4627 y I, = 2.
Iy = 130T,
I, = %,
Iy =1,=1 = 2kd

_ kabc(b*+c?) _ kabc(a?+c?) _ kabc(b*+a?)
Lhy=—"3" 1 j=—3——"ylL,="3—"".

1. La funcién densidad es f(z,y,z) = k(2?2 + 3? + 2%) con k > 0. Con ello, y usando
coordenadas esféricas, se tiene que M = 17k(b* — a*).

Usando coordenadas esféricas se tiene que I, = 28—17rk(b7 —a’).

Ejercicios de la pagina 343

248.

7.

8.

249.

250.

254.

1. divF = 3.
div ' = 1.

div ' = 1.

div F = 3(z% + y? + 22).
div F = 422

div F = 2% + 2.

divF =2z—-2y+zx.
divF =4x + 2z — 3.
div F = 0.
div ' = 1.

1. rot F = (0,0, —ze®).
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10.

11.

258.

259.

260.

262.

. rot F'=(0,0,b— ax).

. rot F = (—1,-3,4zy — 4).
rot F = (0,—22%1).

. rot F'=(0,0,0).

1ot F = (z+2%0,-3 - 2).
rot F' = (2,3,4).

. rot FF'=(2,0,1).

. rot F = (0,0,3(z% +4?)).

rot F' = (=2y — 2z, —2z — 2z, —2x — 2y).
rot F' = (0,0,0).
1. Sf es conservativo donde f(z,y) = (22 +y?) + K, K € R.
Si es conservativo donde f(z,y) = 23y + K, K € R.
Si es conservativo donde f(z,y,2) = 52?2 + 2 — 2> + K, K € R.
No es conservativo.
Si es conservativo donde f(z,y,z) = 2?32 + K, K € R.
Si es conservativo donde f(z,y,2) = xe¥*?* + K, K € R.
Si es conservativo donde f(z,y,2) = 22? + v +2yz + K, K € R.

No es conservativo.

. Si es conservativo donde f(z,y,2) = 2%y +y?2+ K, K € R.

1. Es claro que rot F' = (0,0, 0).

 flxyy,2) = excosy+xyz+§+K, K eR.
1. Debe comprobar que %—];1 =9 = (522_:;22)%

f(x,y,z) = — arctan (%) + K, K eR.
261. a) Es claro que rot F' = (0,0,0).
b) f(z,y,z) =cosxseny +e* —2zy + K, K € R.

1. a =4.

503



Capitulo 7. Respuestas de ejercicios

2. f(z,y,2) =22% — 22z + K, K €R.
263. 1. a=>5.
2. f(z,y,2) =2z +byz2 +y+ K, K €R.
Ejercicios de la pagina 376

264. La curva C se compone de 3 rectas. Luego §,(z +y)ds = [, (z +y)ds + [, (v +y)ds +
Jo,(x+y)ds =1+ V2.

265. La curva C se parametriza como r(t) = (acost,asent) cont € [0, 27]. Luego [ = 2 fOQTr (1 —costsent) dt =
8a’

266. I = 1672(1 + 272).
267. En este caso t € [0,27]. Luego I = W.

268. La curva C se parametriza como r(t) = (cost,sent,cost+sent+6) con t € [0, 27]. Luego I =
f027r (Jasent| + |acost|)adt = a* foﬂ/z(cos t+sent) dt+a? f:/Q(— cost+sent) dt+a? f;ﬂrp(— cost—
sent)dt + a* f32:/2(— cost —sent)dt = 4.

269. 1. La curva C se parametriza como 7(t) = (cost, — 5 sent, — \}i sent) con t € [0, 27].

2. I= [ Flr@)Ir' @) = 2.

270. La curva C se parametriza como r(t) = (¢,1*) con t € [—1,1]. Luego I = [,(2* — 2zy) dx +

(y* — 2ay) dy = — 1.

271. I = —2ma?.

273. 1. La curva C se parametriza como r(t) = (% + §cost, 5 sen t) con t € [0,27]. Luego

J=— 5mat
32v/2°

2. La curva C se parametriza como r(t) = (cost,sent,sent) con t € [0,27]. Luego I = 0.

3. La curva C se parametriza como r(t) = (% + %cos t, \/Li sent, —% + %cos t) con t € [0, 2m].

_ 3m/2
Luego I = =5F=.

w/2

274. 1= [,

sen (Z — %) costdt = %a2.

275. La curva C es la union de dos curvas C; y Co, siendo C; el segmento de recta y se parametriza
como 71 (t) = (3t,0,2 — 2t) con t € [0, 1]. La curva Cy es el arco circular, y se parametriza como
ro(t) = (3cost,3sent,0) con t € [0,5]. Conello [, F-dr = fc F-dr+ fc Fodr=—-4+2%
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276. Una posible parametrizacién para cada curva es Cy : r1(t) = (0, cost,sent) con ¢ € [0, 3],
Co : 19(t) = (£,0,1 — 2t) con t € [O l], Cs :r3(t) = (% cost,sent,O) cont € [0,%]. Con ello,
1 s _ 1 s
I=-1+—3+(-%+)=-71—5

277. La curva C es triangular con orientacion (1,0,0) — (0,1,0) — (0,0, 1) y de vuelta a (1,0,0).
Cada uno de los tres segmentos se parametriza generando tres integrales de linea. Finalmente

R

278. Muestre que F es conservativo con funcién potencial f(z,y) = 2%y + K, K € R. Luego,
ch-dr: f(3,2) — f(1,2) =18 — 2 = 16.

279. Muestre que F' es conservativo con funcién potencial f(x,y) = — (1:2 + y2)_1/2 + K, K eR.
Luego, I = f(e*™,0) — f(1,0) =1—e¢"".

280. Muestre que F' es conservativo con funcién potencial f(z,y) = ”—; + 22y — 2y? — y—; + K,
K € R. Luego, I = %

281. 1. La funcién potencial es f(z,y) = 3z + 2%y —y> + K, K € R.
2. I =f(0,—€™) — f(0,1) =™ + 1.
282. 1. r(t)=(1+2t,2+2t) con t € [0,1]. Luego I = 236.

2. La funcién potencial es f(x,y) = 32%y? —ay> + K, K € R. Luego, I = f(3,4) — f(1,2) =
240 — 4 = 236.

283. 1. La funcién potencial es f(z,y) = 24> + 2 +y + K con K € R.
2. W= [,F-dr=f(2,0)— f(0,0) =2 —0 = 2 por ser independiente del camino.
3. W= fc F.- =0 pues F' es conservativo.

284. Tome F(z,y) = <e“y2, 2yex+92>, verifique que es conservativo cuya funcién potencial es

f(x,y) = etV + K, con K € R. Luego Je et dx + 2yt dy = f(1,0) — f(—=1,0) =e—e L.
285. 1. La funcién potencial es f(x,y) = %2 +xy — % + K con K € R.

2. Aplique el Teorema Fundamental para integrales de linea, esto es [, F-dr = f(a(b), 5(b)) —
fla(a), B(a)).

286. Muestre que F es conservativo tal que su funcién potencial es f(z,y,2) = 2%y + 2y + K,
K € R. Luego W = 0.

287. Muestre que F es conservativo tal que su funcién potencial es f(z,y, z) = 2%y + ysen z +
224+ K, K € R. Luego I = f(1,0,1) — f(0,0,0) = 2.

288. Muestre que F' es conservativo y por tanto I = 0.
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289. Muestre que F es conservativo con funcién potencial f(z,y, 2) = _(i(fgy) + K, K € R. Luego
W= [ F-dr = f(B) — f(4) = —L.

290. Muestre que F' es conservativo con funcién potencial f(z,y,2) = 2%y + 2% + K, K € R.
Luego I = f(B) — f(A) = 25¢~! — 10.

291. Muestre que F' es conservativo con funcién potencial f(x,y,z) = zy® — ztanz + 22 + K,
K eR. Luego]z%ln(1+§)—%3+g

Ejercicios de la pagina 400

292. ffR(Ql‘yQ —3zy?) dA = — fol fol xy? dedy = —%.

293. [[.(13)dA = [ [P dyde = &
294. ffRnydA:6f0f acydydac—lfi

295. La direcciéon es negativa, luego por el Teorema de Green
$o Fodr=— [[pe(e7¥ —e¥) dA = —fOnyyHex (e7¥ —e¥) dudy = 5 (5 — 5e* — e* + €°).

296. Suponga que la curva C es recorrida en sentido positivo, ademés es la union de tres curvas:
C1 que es el segmento de recta de A a By se parametriza como r1(t) = (¢,1) con t € [0, 1], Cy que
es el segmento de recta de B a C'y se parametriza como r5(t) = (1,1+1¢) con t € [0, 1], y C3 que
es la pardbola y = 22 +1 de B a C' y se parametriza como r3(t) = (¢,t>+1) con t € [0, 1]. Luego,
$ Fodr= [, F-dr+ [, F-dr— [, F-dr= 2—1—3 = —1. El negativo de la tercera integral se
debe a la direccién de la curva. Por otro lado §, F - dr = ffR 1)dA = — fo L Jydy = -3

3 2 __ . .
297. Tome fi(x,y) = % y falz,y) = %, ambas se indefinen en el origen.

Construya un circulo C, de radio a centrado en (0,0) con direccién negativa, donde a sea tan
pequeiio que dicho circulo quede completamente contenido en R, por el Teorema de Green para
regiones huecas se tiene que §, F'- dr + fc Fdr=[f, (8f2 - 8f1) dA =0, de donde §, F-dr =

fca F - dr pues C, posee direccion opuesta a C. Esta tltima integral se calcula parametrizando C,
como r(t) = (acost,asent) con t € [0, 27|, finalmente el resultado debe ser 4.

298. §.e"(1 —cosy) dx + e"(—y +seny) dy = — [[p(e*y)dA = — [ [ (e"y) = £ (1 — €™).

299. §, <e\/5+1) dr + <m2+cos <y‘/§>) dy:ffRchdA—Gfﬂ/2 ° 12 cos O drdf = 14.

300. ¢, (senz? —y?) d + <x3 + eyg) dy = [[3(2* +4?) dA = fo% fol 3r3 drdf = 32

301. I = [[,(y—x)dA= fi{% Oacoso(rsenﬁ—rcosﬂ)rdrdﬁ:—%7&

302. Tome f; = 23y> — 2v y fo = x + y?. Por Teorema de Green se tiene que ch cdr =
ffR (8f2 — 8f1> dA = f f 3\;@ (1 — :E?’y) drdy = 33—2—&—671 Ahora se debe calular fc F-dr de

forma directa, donde C es la unién de dos curvas: C; : z = 4 — y? con = € [0, 4] y se parametriza
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como r(t) = (4 —t2,t), t € [-2,2], y Co : % + % =1 con z € [—6,0] y se parametriza como
ri(t) = (6cost,2sent), t € [7/2,3n/2]. Conello §, F-dr = §, F-dr+§, F-dr =16+ (67 + 1) =
32

= + 6.

3

303. Para el area, Agr = % 3§c xdy —ydx = % fo%(l + cost)? dt, esto se llega después de una serie

3
o

de simplificaciones. El resultado es Ag =
Ejercicios de la pagina 443
305. Ag = 2a*(r —2).

306. El plano se parametriza como r(z,y) = (:U,y, -5 - 3—y) con (z,y) € R. Luego Ag =

4
o\ JT+22+22dA=\/BAs =58

307. La superficie S se parametriza como r(z,y) = (w, y, 1+ 3y/x2 + y2> con (x,y) € R. Luego
AS:fwall—i-Z%—i-ngA:\/1OAR:4\/10.

308. Ag =67+ % (17V17 —5V5).

309. Ag = 20m.

310. Ag = 6.

312. Ag=2 fﬂl/ﬁ fy" -y \/;—f%zﬂ dzdy = , o bien, Ag = [[,V2dazdy = 7, donde R = {(z,y) €

2
]RQ::[Q—l—lngl}.

313. Ag = \/§an [477 dydx = \/75612.

a

314. Ag = 8a? arcsin (b).

315. As =2y [y [ 4" 254 dyda.

316. A = [)" [ o 5o dydz = 8,

317. As= [[o V22 + 2+ 1dA = 7 [IVrZ ¥ 1rdrdd = 25 (2v/2 - 1).

318. S se puede paramertizar como (6, z) = (zcos, zsend, z) donde (0, z) € [0,27] x [0, 1]. Con

esto

ffsf(x,y,z)dS: ffRf(T(O,z)) H% X %H dA = ﬁffR (2600520861120) dfdz = %i.

319. S se puede paramertizar como (6, z) = (cosf,senf, z) donde (0, z) € [0,7/2] x [0,1]. Con
esto ffs rye™*dS = 0”/2 fol (COS 0 sen 96“’59) dzdf = e — 2.

321. Elflujoes [[( F-7dS = f04 fol(—2a:3z +z)dzdz = —2.
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322. El flujo es [[(F -7dS = [[, dA = Ar = 2, donde R es el rectagulo [0,1] x [-1,1] en el
plano zy.

1
323. L 3.
2. Es claro que el plano es x + y + z = 1, luego tome z = —x — y. Al final la respuesta debe
1
ser =

5
324. Note que [[(F -dS = [[q F-dS+ [[y F-dS, donde 51 es la superﬁcie plana z2=0
con 22 4+ y? < a?, vy Sy es la superficie esférica z = /a2 — 22 — y2 con 22 + y?> < a?. Asi
[[¢F-dS =0+ 2ma® = 2ma®.
325. [[grotF-idS = — OZW f02 (% cosf + 13 cos?f + 1 + 3r> drdf = —20r.
Ejercicios de la pagina 463

327. 1. S esta formada por tres superficies: S; la tapa de abajo del cilindro, Sy el borde
cilindrico y S3 la tapa de arriba del cilindro. Luego, [[¢ F -7 dS = 0 — 54w + 36w = —187.

2. [[gF-idS = [[[,(42 —3+22)dV = f f03f02(4r20059—3r+2zr)drd0: —187.

328. S esta formada por cuatro superficies: S; el cilindro generalizado z = 1 — 22, Sy el plano
2=0,S3elplanoy =0y Sy el plQanoy =2. Luego [[(F-7dS=%40+0+% =32 Por otro
lado ffo div FdV = f_ll f02 01—95 4y dzdyds = 2.

329. S estd formada por dos superficies: S; el paraboloide z = 2% + 4% v Sy la esfera 22 +
y* + 2% = 2. Luego [[F -@dS = T. Por otro lado [[f,divFdV = [[[,(y +22)dV =

027r fol I 2= (rsenf + 2z) dzdrdd = TF.

331. Tome F(z,y,2) = (47 + 2,2 — y?,2yz), luego, con el Teorema de la Divergencia y usando
coordendas esféricas se llega a que I = [ fQ div FdV =

4 [y TF/G 03\/§sec¢ p?sen ¢ dpdpdd + 4 [ f7r276/3  p? sen ¢ dpddf+

f fgﬂ—/g fo 3sec 2 sen ¢ dpdpdf = 4 (81\/_71' + 9977-)

332. ffs F.dS = ffo div FdV—ff52 F-dS, donde S5 se enceuntra sobre el plano z = 1. Luego,
[fs, F-dS = r——m=31

333. Ambas superficies e cortan en z = 1. Luego [[q F'-dS = ffo div FdV — [[y F-dS, de
donde ffle-dS:%”—gz%r.

334. Usando el Teorema de la Divergencia deduzca que Vg = % ] g F'-dS, donde Q) es la esfera y
S la suerficie sobre (). Para calcular la integral de superficie puede usar una parametrizacién de
S recurriendo a las coordenadas esféricas, con ello § [[( F - dS = % OQW o sen ¢ dopdf = 4F.
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335. Por el Teorema de la Divergencia [[ F-dS+ [[y F-dS = fo div F'dV = 0 pues div F' = 0.
Asi, ffsl F.dS = —ffSQF- dS, donde Sy se puede parametrizar como r(z,y) = (x,,0)
con proyeccién circular R dada por z* 4 y* < 1. Luego — [fy F - dS = — [[,(2zy, —¢* 1) -
—(0,0,1)dA = [[,1dA = Ap = .

336. S es la esfera 22 +y? + (z — 1) = 1 para z < 1. Defina S = S; U Ss, donde S5 es el
plano z = 0, 22 + 4% < 1. Asi, S es una superficie cerrada que encierra un sélido Q). Aplicando el
Teorema de la Divergencia se tiene que [[g F-dS = ffo div FdV — [[q F-dS = _z-_ZI
En la resolucién de la integral triple puede ayudar las coordenadas esféricas generalizadas.

337. I = [[[,(2y+2)dV = 2f f02 ff(rsen9+ 1)r dzdrdf = 64r.

338. ffSF-dS = fo divFFdV = 3f fl fo rdzdrd0—|—3f f;ﬁ fo = dzdrd = 124/37.
339. [ = [[{F-dS = [[,divFdV =3 [[,div(z® +y* + 2°)dV = 2.
340. ffSF~dS:fodideV:Opues div F = 0.

341. Deduzca que F(x,y,z) = (y,2,x), por tanto div F' = 0. Con ello [[¢(zy + yz + zx)dS =
ffodideV = 0.

342. 1. El gradiente de la superficie es (2z,2y,2(z — 1)), luego el vector 7 = %

(%: %> Zgl). Con ello se deduce que F' = (“25, 32;/7 z— 1)

2. Cierre la superficie S anadiendo la superficie S’ = {(:r,y, 2)ER3 22+ 2 =9, 2= 1}.
Luego, aplicando el Teorema de la Divergencia se tiene que f f g -dS + f f o F-dS =
ffo div F dV, donde @) es la semiesfera cerrada. Con ello, ffs F-ds = ffo div F'dV —
[fo F-dS = [[f,3dV — [fy F - dS = 547 — 0 = 54r.

Ejercicios de la pagina 482
343. I = [[yrot F-dS =3 [[, (¢* +y?)dA = [I7 [ r¥drdd = 2T

344. Deduzca que la curva C es la interseccion de las superficies z = 2zy y 22 +y? = 1, de alli la
superficie S se parametriza como r(x,y) = (z,y, 2zy) donde R es la regién circular 22 + 32 < 1,
asi [ = [[grot F-dS = [[ (—22z,—32% —1)-—(—2y, —2z,1)dA = 7, usando coordendas polares.
El negativo de la direccién 7i se debe a que la curva C estd recorrida en sentido horario (negativo),
por lo que la superficie S debe quedar con vector normal unitario hacia abajo.

345. §, F-dr = =9 f027r dt = =187 y por otro lado [[grot F-dS = =2 [[, dA = —18x, donde
R es la regién circular 22 + ¢% < 9.

346. Se determina el valor de fCF -dr = 3%1 F-dr+ fc2 Fdr + 5503 F-dr+ §C4F -dr =
% +0-140= % — 1. Luego, siendo S la superficie sobre el plano z = 1 cuya proyeccién es el
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cuadrado R = [0, 1] x [0, 1] se halla el valor de [[grot F'-ii = [[, (0, —e¥~* —e¥7%)-(0,0,1) dA =
fol fol —evldydr =1 — 1.

347. La curva C corresponde a 22 + 3% = 4, z = 0 y se asume que estd orientada positivamente.
Luego, I = [[srot F-iidS = 127.

348. Note que F(z,y,z2) = (y,—z,0) y rot F = (0,0, —2). Luego, I = [[grot F'-7idS = —167.
349. I = [[grot F-1idS = ffR\%dA = 3, donde R es el cuadrado [0,1] x [0, 1].

351. §, F-dr =36m = [[grot F-7idS, donde [[grot F-7idS = [[,(4x +6y+4)dAy Resla

regién circular 22 + 3% < 3 en el plano z = 0.

352. Por el Teorema de Stokes se tiene que §, F - dr = [[grot F - iidS, donde la superficie S se
parametriza como 7(z,y) = (z,y,—x — y) donde R es la regién es circular (z — 4)2 + y? < 16.
Luego, [[grot F-idS = [[,(2y+22,22422—1,22+2y)-(1,1,1)dA = [[(4(z+y+2z)—1)dA =
[f—1=—Ap=—16m.

353. Por el Teorema de Stokes se tiene que [ = j;c ydx + zdy + xdz, donde la curva C se genera
de la interseccién entre el paraboloide y el plano, la cual es la elipse (z — 1)? + y; =1y se
parametriza como r(t) = (1 + cost,2sent,2 + 2cost) con t € [0,27], con ello I = 27.

354. Primero rot F = (x4 2%, —z — 3), luego [[qrot F-iidS = [[, (2* + #2* + 2+ 3) dA = 27.
Para la integral de linea, la curva C se parametriza como r(t) = (2cost,2sent,2) con t € [0, 27],
con ello §, 3y dx — zzdy + yz* dz = 20m.

355. Primero rot F = (0,0,1), luego [[grot F'-fidS = [[,1dA = Ap = 67. Para la integral de
linea, la curva C se parametriza como r(t) = (2cost,3sent,0) con t € [0,27], con ello ¢,y dx +
2z dy + 2% dz = 67.

356. Primero rot F = (1,—1,1), luego W = §, F - dr = [[grot F - idS, donde la superficie S se
parametriza como 7(z,y) = (x,y,y), donde (z,y) € Ry R es la regién cuadrada ||+ |y| < 1, es
decir, 0 <z <1y 0<y <1 Luego, W= [[p(1,-1,1)-(0,-1,1)dS =24 =2-2 = 4.

357. Por el Teorema de Stokes se tiene que [[((V x F)-iidS = [[4rot F-idS = §, F - dr,
donde la curva C se genera de la interseccién de las superficies z = 1 — 22 y 22 + (y — 1)? =1,
la cual se parametriza como r(t) = (cost,1+ sent,sen*t) con t € [0,27]. Con ello §, F - dr =
$oayde +xdy+ zdz = f027r (—sentcost —sen?tcost + cos?t + 2sen®t cost) dt = .

358. La curva C es la interseccién entre el cilindro 22 + 22 = 1 y el plano 22 +y — z = 0.
Luego, la superficie S se puede parametrizar como r(x,z) = (x,—2z + 2, z) con (z, z) sobre la
regiéon R circular sobre el plano zz dada por 22 + 22 < 1, entonces por el Teorema de Stokes
se tiene que I = [[grot F-idS = [[p(1,-22,1 —x) - (2,1,-1)dA = [[(1 -2z +2)dA =

OZW fol(l —2rsenf + rcos)rdrdf = .
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359. La curva C es la interseccién entre el cilindro (y — 4)? + 22 = 1 y el plano x — 3y — z = —4.
Luego, la superficie S se puede parametrizar como r(y, z) = (3y + z — 4,y, z) con (y, z) sobre la
regién R circular sobre el plano yz dada por (y —4)% + 22 < 1, entonces por el Teorema de Stokes
se tiene que I = [[grot F-idS = [[,(z,4% —2yz) - (1, =3, —-1)dA = [[,(z — 3y* + 2yz) dA =

027r fol (rsen6 — 3(4 +rcos)? + 2rsend(4 + rcosb)) rdrdd = — 127
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Capitulo 8

Apendices

Los contenidos de estos apéndices en su mayorfa son de Algebra Lineal. Cabe destacar que
son estudiados de una forma muy superficial y enfocandose en lo necesario para algunos procesos
que se usaron en el texto. En este sentido, para profundizar mas estos contenidos, se recomienda
consultar Barrantes (2012), Lay (2012) o Arce, Castillo y Gonzdlez (2011), o cualquier otro texto
de la preferencia del lector.

Repaso de matrices.

Definicion 1 (Matriz) Una matriz de tamafno nxm, con entradas en R, es un arreglo rectangular
de ntimeros reales constituidos por n filas y m columnas y se escribe como

ai; a2 ... Qim

a1 A22 ... Qa9m
A=

Ap1 Ap2 ... QApm

Observacion 1 Algunos aspectos de notacién son:

1. En forma abreviada se escribe A = (a;5)nxm. El elemento a;; denota la entrada de la matriz
A en la fila ¢ y columna j.

2. El conjunto de las matrices de orden n x m con entradas en R se denota M (n, m,R).

3. Una matriz cuadrada es aquella que posee igual nimero de filas y columnas. El conjunto
de matrices cuadradas de tamano n x n con entradas en R se denota M (n,R).

4. Una matriz fila es una matriz de tamano 1 x m.
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5. Una matriz columna es una matriz de tamano n x 1.

Definicion 2 (Matriz nula) La matriz nula es la matriz de tamafio n x m cuyas entras son
todas cero y se denota 0, xm, esto es:

0 0 . 0

0 0 . 0
O?"LXTYL - .

0 0 . 0

Definicion 3 (Matriz identidad) La matriz identidad de orden n, denotada como I, es la

1 s
matriz [ = (aij)nxn con la propiedad a;; = { S? l ‘7 , obteniendo la matriz
0 sii#7
... 0
0 ... 0
In = .
0 0 1

A cada fila de la matriz I,, se denomina el n—ésimo vector canénico de R™ y se denota con e,.
Por ejemplo:
e1 =(1,0,0,...,0)

622(071,0,...,0)
en = (0,0,0,...,1)

Definicion 4 (Matriz diagonal) Una matriz diagonal es una matriz D = (d;j)nxn con la
propiedad d;; = 0 si i # j, y se escribe

dip 0 0
p_| " ® !
0 0 . dpn
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Definicion 5 (Matriz triangular superior) Una matriz triangular superior es una matriz
U = (uij)nxn con la propiedad u;; = 0si i > j, y se escribe

Uyp U2 Ulin
0 U292 ... U2p

U= ]
0 0 Unn

Definicion 6 (Matriz triangular inferior) Una matriz triangular inferior es una matriz L =
(lij)nxn con la propiedad l;; = 0 si i < j, y se escribe

lhi O 0
e
lnl ln2 lnn

Definicion 7 (Matriz transpuesta) Sea A = (a;;)nxm Una matriz, la matriz transpuesta de
A, denotada como A, es la matriz A = (aji)mxn.

2 -4
. 2 -1
Ejemplo1 Si A= ( . \jg i 1 >, entonces Al = g \7/?
-1 %

Definicion 8 (Matriz simétrica) Una matriz cuadrada A es simétrica si A = A?, es decir,
tiene la caracteristica de ser igual a su traspuesta.

-8 1 3
Ejemplo 2 Sea A= 1 7 —4 |, compruebe que A es simétrica.
3 -4 9
Solucidn:
-8 1 3
Note que A! = 1 7 -4

, v por tanto A = A, es decir, A es simétrica.
3 -4 9
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Definicion 9 (Suma de Matrices y multiplicacién por un escalar) Sean A, B € M (n, m,R)
con A = (ai;) y B = (bij) y sea a € R, se define:

1. El producto por escalar como oA = (aa;;).

2. La suma de matrices como A + B = (a;j + bi;).
Teorema 1 Sean A, B,C € M(n,m,R) con A = (a;;), B = (bij) y C = (¢;j) y o, 8 € R,
entonces:

1. A+ B = B+ A (propiedad conmutativa).

2. (A+B)+C=A+(B+ () (propiedad asociativa).

3. 0+ A= A+0 (elemento neutro con respecto a la suma).

4. —A+ A= A+ —A (inverso con respecto a la suma).

5. a(A+ B) = aA + aB (propiedad distributiva).

6. (o« + B)A = aA+ BA (propiedad distributiva).

7. a(BA) = (af)A (propiedad asociativa).
Definicion 10 (Producto o multiplicacién de matrices) Sea A € M(n,m,R) y B €

M(m,p,R). El producto de A por B, denotado como AB, es la matriz C' € M(n,p,R) con
C = (¢;j) definida por

air ... Qim bll RN blp

C=AB=
anpl  --. Qpm bml “ee bmp
aitby + ..o+ armbm1 .. arbiy + armbimg
an1b11 + Apmbmi . anlblp + anmbmp

Teorema 2 Sea A, B,C matrices con entradas reales y con tamafos adecuados para que sus
productos y sus sumas estén bien definidos y sea o € R, entonces:

1. A(BC) = (AB)C (propiedad asociativa).
2. Si A € M(n,m,R) entonces I,A = Al,, = A. (propiedad de neutro)

3. A(B+ C)= AB + AC (propiedad distributiva).
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4. a(AB) = (aA)B (propiedad asociativa).

Observacion 2 Algunos aspectos a considerar son:

1. El producto de matrices es no conmutativo es decir, AB # BA, mas aun, el producto AB

puede existir mientras que BA no o viceversa.
2. Si A, B € M(n,m,R) entonces (A + B)! = A' + B".
3. SiAe M(n,m,R)y Be€ M(m,p,R) entonces (AB)" = B'A".

4. Si Ae M(n,m,R) y a € R entonces (aA)! = aA’.

Repaso sistemas de ecuaciones lineales

Definicion 11 (Sistema de ecuaciones lineales n x m) Un sistema de n ecuaciones lineales
v m incégnitas 1, 2o ..., Tm,, también llamado un sistema de tamano n X m o simplemente un
sistema de ecuaciones lineales n x m, se escribe de la forma

a11%1 + apre + ... + ATy, = b
211 + aere + ... + ApTym = b
1Tl + apaxa + ... + ApmTm = bn

donde a;; y b; son ntmeros reales. El simbolo a;; denota el coeficiente en la ecuacién i (i-ésima

fila) asociado a la variable j (j-ésima columna).

Ejemplo 3 El siguiente es un sistema de tamafio 3 x 4 con las incognitas x1, 2, T3 y 24.

21’1 — 4$2 -+ 71‘3 + Ty = 9
T + 1223 — 624 = 10
r1 — X2 + 3x3 + 3y = 1

Observacion 3 Cuando el sistema posee dos o tres variables, se suele escribir z,y y z en vez de

Z1,T2 Y X3, respectivamente.

Definicion 12 (Solucién de un sistema de ecuaciones lineales n x m) Dado un sistema
de ecuaciones lineales n x m, se dice que la m-tupla (x1, z2, ..., ) es una solucién del sistema,
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si satisface cada una de las ecuaciones. El conjunto de todas soluciones se denota como S, y es
el conjunto de todas las m-tuplas que satisface al sistema de ecuaciones lineales n x m.

Ejemplo 4 Dado el sistema de ecuaciones lineales 3 x 3

r + 2y + 32 = 9
4dr + Dy + 62 = 24 ,
3 + y — 2z = 4

se puede verificar que (4,—2,3) € S.

Ejemplo5 Note que S = {(—1 — 5t,4 — 2t,t,2),t € R} es el conjunto de solucién para el sistema
lineal 3 x 4 dado por

209 4+ 4dx3 + x4 = 10
—2£1 + 5562 — 61}4 = 10
ry — X9 4+ 3rs + 3y = 1

Definicion 13 (Matriz asociada a un sistema de ecuaciones lineales) La matriz asociada

a un sistema de ecuaciones lineales de tamano n X m con coeficientes reales de la forma

a11r1 + apre + ... 4+ aimTm = b
ao1r1 + asxrs + ... 4+ aomTm = ba

)
ap1T1 + apore + ... + ApmTm = by

es la matriz A € M(n, m,R) dada por

aij; aiz ... Qim

21 G22 ... Qa2m
A=

ap1 QAp2 ... Qupm

Definicion 14 (Matriz Aumentada) Si a la matriz asociada a un sistema de ecuaciones lineales
se le agrega los valores b; como ultima columna se denomina matriz aumentada y se denota (A|b),
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esto es
aipr @2 ... Qugm | b1
a1 G2 ... Q2m | b2
(Afb) =
ani Qn2 ... Gpm | bn

Ejemplo 6 La matriz asociada y la matriz aumentada del sistema lineal

200 — 319 4+ T3 + dry = 9
T — Txs + 224 = 3
10z9 + 223 — x4 = 0
son, respectivaemnte:
2 -3 1 5 2 -3 1 519
1 0 -7 2 y 1 0 =7 213
0 10 2 -1 0 10 2 —-110

Observacion 4 Si un sistema de ecuaciones lineales se representa como una matriz aumentada,
las operaciones elementales sobre las filas' de dicha matriz aumentada se definen y denotan de

la siguiente manera:
1. Multiplicar la i-ésima fila por un ntimero real k diferente de 0. Se denota kf; — f;.

2. Multiplicar la i-ésima fila por un ntmero real k y sumarla a la j-ésima fila. Se denota
kfi+ 1 = [

3. Intercambiar la i-ésima fila por la la j-ésima fila. Se denota f;, f;.
Definicion 15 (Matriz escalonada) Sea A € M(n,m,R), A es escalonada si es nula (todas
sus entradas son 0) o si satisface que:

1. Si tiene filas nulas, estas aparecen en la parte inferior de la matriz.

2. El primer elemento no nulo de cada fila, si existe, es 1.

3. El primer 1 de la segunda fila y sucesivas, esta a la derecha del primer 1 de la fila anterior.

Ejemplo 7 Las siguientes matrices aumentadas son escalonadas:

! Andlogamente se pueden definir las operaciones elementales sobre las columnas.
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1 -5 2 0] 3 1 -1 0 3|1
0 0 1 3[-2 0 1 -2 04
1. (Alb) =

(4}0) 0 00 1] 1 3.(Chy=10 0o 1 1|2
0 00 0] 1 0 0 0 1|4
0 0 000

2 —1] 4

2. (Bp)=]0 1 5|-3

00 1|-2

Observacion 5 De acuerdo con las matrices aumentadas y escalonadas anteriores, se tiene que:

1. Permiten reconocer los sistemas que poseen solucién de los que no la tienen. En el ejemplo
anterior no es dificil notar que la matriz (A|b) es inconsistente (no tiene solucion), mientras

que las matrices (B|b) y (C|b) son consistentes (tienen solucion).

2. Una ecuacion de un sistema que corresponde a una fila nula es una ecuaciéon superflua o

redundante, por ejemplo observe la matriz (C|b) anterior.

Definicion 16 (Método de Eliminacién de Gauss) El método de eliminacién de Gauss
o reduccién Gaussiana consiste en reducir la matriz aumentada del sistema en una matriz
escalonada usando operaciones elementales sobre las filas o columnas. Para ello, no hay una

secuencia tnica de operaciones elementales a seguir.

Definicion 17 (Matriz escalonada reducida) Una matriz A € M(n,mR) es escalonada
reducida si es escalonada y ademas todo elemento en una columna, arriba del primer 1 de cualquier
fila es 0.

Ejemplo 8 Las siguientes dos matrices son ejemplos de matrices escalonadas reducidas:

1 0101 10 =700
L A— 0110 4 5 B 01 300
0001 2 00 010
00000 00 001

Ejemplo 9 La matriz identidad I,, es una matriz escalonada reducida.

Definicion 18 (Método de Eliminacién de Gauss-Jordan) El método de eliminacién de
Gauss-Jordan consiste en reducir la matriz aumentada del sistema en una matriz escalonada
reducida usando operaciones elementales sobre las filas o columnas. Este método es similar a la
eliminacién de Gauss, sin embargo, requiere de una mayor cantidad de operaciones elementales

para llegar al resultado.
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Ejemplo 10 Determine el conjunto de solucién utilizando eliminacién de Gauss-Jordan de un

sistema de ecuaciones lineales cuya matriz aumentada es

3 0 0 1] 1

o
w
|
—_
o
|
Nej

—_
[\)
o
—_
|
w

Solucion:

Usando el método de eliminacién de Gauss-Jordan, se tiene que:

3.0 011 1 0 0 3| 3
0 3 -1 0[-9 | ip>n |0 1 -2 0]-3
1 2 -3 1 2 0 1|-3
1 1 1 1
1 0 0 i 3 1o 0 1| 3
“2ptfon, [ 001 =5 0] =3 prpop 01 —3 0|3
—fitfafa 0 -1 1 =2| B | —2p+p-n | 00 2 2| 2
2 10 2 2 8
0 2 0 3|-% 00 35 3] 3
1 1 1 1
1o o | % 100 3| %
o | 001 =5 0| =3 | St | 01 0 —3|—1
2 2 8 4 4
00 5 3| 3 000 3| 3
100 0] 0 1000 0
Sfiorfa 010 —5|—% | spatpopr [ 01 0 0]-2
—Lfatfimf 001 -1 2 fat+fz—f3 0010 3
000 1| 1 000 1| 1

Por tanto, el conjunto de solucién es S = {(0,—2,3,1)}.

Ejemplo 11 Halle el conjunto de solucién para el sistema lineal dado por

209 + 4dx3 + x4 = 10
—2x1 4+ bxo — b6xy = 10 .
Ty — X2 4+ 3rs + 3xy = 1
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Solucion:

La matriz aumentada asociada al sistema dado corresponde a -2 5 0 —6|10

Luego, usando el método de eliminacién de Gauss-Jordan se tendria que:

0 24 1|10 1 -13 3|1
2 50 6|10 |2 2 50 —6|10
1 -13 3|1 0 2 4 1|10
1 -1 3 3| 1 s -1 3 3] 1
= fa—
hARmhol g 3 6 012 | 2EEE 120/ 4
0 2 4 110 0 2 4 110
1 05 3|5 5 0| -1
—2f2a+f3—f3 012 0l4 =3fs+fi—f 01 2 0
fo+fi—=f1
000 1|2 0 0 1| 2
931—|—5133:—1
De acé se deduce que { x5 +2x3 =4 . Tome como pardmetro a x3, es decir, sea x3 = t, con
LL‘4:2

t € R, entonces el conjunto de solucién es

S ={(-1—5t,4—2t12):t R},

Definicion 19 (Matrices equivalentes) Sean A, B € M (n, m,R), se dice que A es equivalente
por filas a B, si B se obtiene de A por aplicacion de operaciones elementales por fila o columna,
en tal caso se denota como A ~ B o bien A — B.

Teorema 3 Sea A € M(n,m,R), entonces existe una tinica matriz B € M(n, m,R) escalonada
reducida tal que A ~ B.
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Repaso de matrices inversas
y determinantes

Definicion 20 (Matriz inversa) Sea A € M(n,R), se dice que A es invertible si existe una
matriz B € M(n,R) tal que AB = BA = I,,. En este caso a la matriz B se le llama la matriz
inversa de A y se denota como A~!

Observacion 6 Sumado a la definicién anterior, se cumple que:

1. Una condicién necesaria aunque no suficiente para que una matriz tenga inversa es que sea
cuadrada.

2. Si una matriz tiene inversa su inversa es unica.

3. Suponga que A € M(n,R) es una matriz invertible y se desea encontrar A~1. Note que la
igualdad
AATT =1,

es equivalente a resolver simultdneamente los n sistemas lineales de la forma AX; = e; para
j =1,...,n, donde X; es la j-ésima columna de A~! y e; es el j-ésimo vector canénico
de R™. Entonces se puede solventar el problema de hallar A~! resolviendo el sistema lineal
definido por la matriz aumentada

(AlL).
Ejemplo 12 Determine la matriz inversa de A = 01 2

Solucion:

De acuerdo con la observacién anterior se debe resolver el sistema lineal definido por la matriz
aumentada (A|l3), esto es:

10 5|10 0 10 —5|-10 0
A= o1 2/01 0|25 01 2/ 010
2 4 —6/0 0 1 24 6| 0 0 1
10 —5|-10 0 10 -5/-1 00
hHeh g 1 2l 001 0 | EEEERRE L g1 2] 0 10
04 4| 201 00 4| 2 -4 1
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g (L0 B[ SL 00 100[-2 5 -3
—Zfa—
4330120105;;”;*’; 010 1 -1 1
—2f3+fa—
00 S S NV NV T I S R
7 5
-3 D -3
Por tanto, la matriz inversa buscada es A1 = 1 -1 %
1 1
-3 1 -3

Teorema 4 Sean A, B € M(n,R):
1. Si A es invertible, entonces A ~ I,,.
2. Si A es invertible entonces A™1 es invertible y (A71)71 = A.
3. Si A, B son invertibles entonces AB es invertible y (AB)™! = B~1A~L
4. Si A es invertible entonces A’ es invertible y (A%)~1 = (A71)L.

Definicion 21 (Determinante) Un determinante es una funciéon que a cada matriz A €
M (n,R), le asigna un ntimero real, denotada como |A|, det(A) o D(A). Esta funcién se define de

forma recursiva por:

1. Para n = 1, es decir para matrices de 1 x 1, como |A| = a1;.

2. Para n > 1, entonces se elige cualquier fila i de la matriz A y se define

|A‘ = (—1)i+1a1-1]Ai1| + (—1)i+2a12’A12| 4+ ...+ (—1)i+nain’Am’
= ZZ:1<—1)i+kaik\Aik|

Y

donde Ajx es la submatriz de tamano M (n — 1,R) que se obtiene de eliminar la fila i y la

columna j de la matriz A.

Ejemplo 13 Calcule el determinante de matriz A = iz
azy a2

Solucion:

Tome la fila 1, entonces

Al = (=1)%an]An| + (—=1)%a12]Aro

= a11Q22 — A12021-
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-1 0
Ejemplo 14 Encuentre el determinate de la matriz A = 01 2
2 4 —6

Solucion:

Usando el ejemplo y la definicién anterior, considere la fila 1, entonces:

Al = (=D (=1 - [Auf + (=1)? - (0) - [Asz| + (=1)* - (5) - [ Ays]

1 2 0 1
- 1. 0- 5.
4 -6 N 2 —6 | * 2 4
= 14+0-10=4.
Teorema 5 Sean A, B € M(n,R), se cumple que:
1. A es invertible si y solo si |A| # 0, y en cuyo caso |A™! = TAT-

2. |A] = |AY.

3. Si A es una matriz triangular superior, entonces |A| es igual al producto de los elementos
de la diagonal.

4. |AB| = |A||B.
5. |kA| = k™| A|, donde k € R.
6. Si B es la matriz que se obtiene al intercambiar dos filas de A, entonces |A| = —|B|.

7. Si B es la matriz que se obtiene al multiplicar una fila de A por una constante k& € R
distinta de cero, entonces |A| = 1|B|.

8. Si B es la matriz que se obtiene al multiplicar una fila de A por una constante £ € Ry
sumarla a otra fila de A, entonces |A| = |B|.

Teorema 6 Sea A € M(n,R) tal que |A| # 0 y sea (A|b) la matriz asociada a un sistema de

ecuaciones lineales con n incognitas 1, o, ..., z,. Entonces dicho sistema tiene solucién tnica,
dada por
Ay Ay oo A b A 0 Ay .
T; = ] parat=1,2,... n,
donde Ay, Ay, ..., A, son las columna de A. Este proceso se conoce como regla de Cramer.
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—x+5z=—2
Ejemplo 15 Utilice la regla de Cramer para hallar la solucién del sistema, y+2z2=4.
20+ 4y — 62 =0

Solucion:

La matriz aumentada asociada al sistema de ecuaciones es

-1 0 5| =2
Ab)=| 01 2| 4
6| 0

Por un ejempo anterior, |A| = 4. Ahora, segin la regla de Cramer, se tendria que:

-2 0 5 -1 -2 5
4 1 2 0 4 2
0 4 —6 108 2 0 —6 —24
-1 0 -2
0 1 4
2 4 0 20 _,
T 1

Por tanto, el conjunto de solucién es S = {(27,—6,5)}.

Repaso de vectores

Definicion 22 (Operaciones con puntos) Dados P(py,ps,...,pn) ¥ Q(q1,G2, ..., ¢s) puntos
en R", se define

1. Producto escalar aP = (ap1, aps,...,apy,), para a € R.

2. La suma de dos puntos P+ Q = (p1 + q1,p2 + 2, - - -, P + Q)

Definicion 8.1 (Segmento dirigido) Sean P y Q puntos de R” , el segmento dirigido con
punto inicial P y punto final @), denotado ]@, se define como ]@ =Q - P.
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Definicion 8.2 (Vector) Un vector en R”, denotado i, representa al conjunto de todos los
segmentos dirigidos ]@ tal que © = Q — P para P y ) puntos de R", como lo muestra la
siguiente figura en R2.

NN N
AN

\\ AN
NN N
N AN

Representaciones de un vector en R?

Observacion 7 Sobre la definicién anterior, es importante considerar que:
1. Todo vector tiene infinitas representaciones.

2. Para cada vector, hay una representacion tinica cuyo punto inicial es O = (0,0...,0) € R™.
A esta representacion se le llama representacién geométrica normal de un vector.

3. El vector nulo o vector cero es el vector que representa a los segmentos dirigidos de la

formaﬁ’:P—Pzﬁ.

Ejemplo 16 Determine el vector @ que representa al segmento dirigido @ con P = (1,-2,3)
y Q@ =(2,4,3).

Solucion:
Es claro que 4t = Q — P = (2,4,3) — (1,-2,3) = (1,6,0).

Definicion 23 (Operaciones con vectores) Dado @ = (uj, us,...,u,) y ¥ = (v1,02,...,0,)
vectores en R™, se define:

1. Producto por escalar ol = (auq, qus, ..., aqu,), para a € R.

2. La suma de dos vectores 4 + U = (u1 + vy, ug + v, ..., Up + Vp).
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Teorema 7 Sean @, 7 y @ vectores de R™ y sean «, 3 € R, entonces:
1. @+ ¢ =0+ u (propiedad conmutativa).

2. U+ (U+ W) = (d+ ) + w (propiedad asociativa).

—

+
3. @+ 0=0+ @ = @ (elemento neutro de la adicién).
+ (=) = (=) 4+ @ = 0 (elemento inverso de la adicién).

5. 14 = @ (elemento neutro del producto por escalar).

6. a(t + ) = atl + atv (propiedad distributiva).

7. (a+ B)u = a1l + pu (propiedad distributiva).

8. (af)u = a(pu) (propiedad asociativa).
Definicion 24 (Producto punto o producto escalar) Sean @ = (u1,ug,...,u,) y U =

(v1,v9,...,v,) dos vectores en R™. El producto punto o producto escalar de @ y ¥, denotado

i - U, se define como

U-U=uvy + Uy + ... +upv, = E ULV

Ejemplo 17 Calcule el producto entre @ = (—1,2,7) y ¥ = (4, —2,5).
Solucion:  Setiene que -7 = —1-4+2-—247-5=—4+ —4+ 35 = 27.
Teorema 8 Si @, ¢ v & son vectores en R” y a € R, entonces

1. @-U=v-u (propiedad conmutativa).

2. U (U4

4. ot - V) = (au) - V=14 (av).

>0, con u-u=0siysolosiu=0.

S
S
<y
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Definicion 25 (Norma de un vector) Sea @ = (uq,us,...,u,) un vector en R" la norma de

u, denotada ||i||, se define como

La norma de un vector mide la longitud o magnitud del vector.
Ejemplo 18 Determine la norma del vector @ = (—1,2,7).

Solucion:
Es claro que ||i@]| = Vi - @ = /(=1)2 + (2)2 + (7)2 = 3V/6.

Observacion 8 De acuerdo con la norma de un vector se tiene que:
1. Si ||i|| = 1 se dice que @ es un vector unitario.

2.

£

i ¥ # 0, entonces el vector unitario « en la misma direccién que ¥ se puede calcular como

[~

i~

ki

E
Ejemplo 19 Calcule el vector unitario en la misma direccién que 7 = (—2,1).

Solucion:

, y . i—= 0 — 1/ = (=2 L
Segiin la observacion anterior el vector buscado es @ = G \/5( 2,1) ( , \/5>

=
v

ot

Teorema 9 Sean @ y ¢ vectores en R y a € R, entonces:

1. ||@|| >0, con ||@|| = 0 si y solo si @ = 0.

2. |ad| = [af|]]].

3. |- v] < ||d]]|]| (desigualdad de Cauchy-Schwarz).
4. ||a+ v < ||| + [|7]] (desigualdad triangular).

5. [l = 9l < [la@ — .

Definicion 26 (Vectores paralelos y ortogonales) Sean @ y ¥ dos vectores no nulos en R",

entonces

1. « y v son paralelos si el angulo entre ellos es 0 o 7.
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2. @y U son ortogonales si el dngulo entre ellos es 3.

Teorema 10 Sean @ y @ dos vectores no nulos en R”, entonces:

1. u y v son paralelos si son proporcionales, es decir, existe un nimero real « tal que @ = av.

2. @y ¥ son ortogonales si 4 - v = 0.

Definicion 27 (Producto vectorial o cruz) Sean @@ = (uy,ug, u3) y ¥ = (v1,v2,v3) dos vectores
en R3, el producto vectorial o producto cruz de @ por ¥, denotado @x ¥, es un vector en R? definido

Ccomo oL
i gk

UX U= Uy Uz U3 |,
U1 V2 U3

donde 7, 7 y k son los vectores canénicos de R3, es decir, i = (1,0,0), j= (0,1,0) y k= (0,0,1),

v el determinante se calcula usando la fila uno.
Ejemplo 8.1 Determine el producto cruz de @ = (1,2,3) y © = (2, —1, 10).

Solucion:

En relacién con la definiciéon anterior, el producto vectorial buscado es

i j ok
- 2 -1 11 2 - = -
xv=|1 2 3|=i s — A — 237 — 45 — 5k.
-1 10 2 10 2 —1
2 -1 10

—

Por tanto, @ x ¢ = (23, —4, —5), o bien, simplemente se escribe @ x ' = 231 — 4] — 5k

Observacion 9 El producto vectorial o cruz entre los vectores @ y ¢ de R® genera un tercer
vector @ de R3, el cual es ortogonal tanto a @ como a ¥, es decir, @ -1 = 0y - = 0. De hecho,
en el ejemplo anterior note que (1,2,3) x (2, —1,10) = (23, —4, —5) y que (1,2,3)-(23,—4,—-5) =0
y (2,-1,10) - (23, —4,—5) = 0.

Teorema 11 Sean @, ¥ v @ vectores en R? y a € R, entonces:

—U X 4.

1. ¥ x4

2. ot x V) =

—

(atl) x U =1 X (at)

3. @ x ¥ =0siy solo si a||z.
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5. 0xv=0
6. 4 X U es ortogonal a @ y ¥ simultaneamente

Repaso de rectas en R’

Una recta [ en R? queda completamente determinada si se indica un punto P de la recta y un

vector u que describe la direccion, como se aprecia en la figura adjunta.

Recta | que pasa por P con direccién @@

Definicion 28 (Ecuacién Vectorial Paramétrica de una recta en R?) Sea X un punto

cualquiera de la recta [, necesariamente entonces P X es paralelo a u, es decir, existe un t € R

tal que
PX =t
=X-P=tu
= X = P+ tu,

lo que se denomina ecuaciéon vectorial paramétrica de la recta [. Suponiendo que 4 =
(u1,us2,us) es el vector director de la recta I, P(py,ps,ps) es el punto de | y X(z,y,2) es un
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punto cualquiera de [, entonces la ecuacién vectorial se puede escribir como

(377%2) = (plap27p3) +t(U1,U2,U3).

Definicion 29 (Ecuaciones Escalares Paramétricas de una recta en R*) Considere la
ecuacion vectorial de una recta [ en R? dada por

(:C»yyz) = (plap2’p3) +t<U1,UQ,U3).

Sumando el lado derecho de la igualdad se deduce que

T =p1 + tuy
y:p2+tu2 )
z = p3 + tus

que se conocen como las ecuaciones escalares paramétricas de la recta [.

Definicion 30 (Ecuaciones Simétricas de una recta en R?) En la definicién anterior el
pardmetro ¢ es la mismo para cada uno de las tres ecuaciones escalares dadas, al despejar t de

cada una de ellas se obtiene
t:$—p1 :y—pg _ Z—DPps3
Uy U2 us ’

siempre que u; # 0, ug # 0 y ug # 0. A estas ecuaciones se le llaman ecuaciones simétricas
de la recta [.

Observacion 10 Las ecuaciones definidas con anterioridad no son tnicas para un recta [ en el
espacio, ya que existen infinidad de vectores directores e infinidad de puntos para una recta.

Ejemplo 20 Determine las ecuaciones vectoriales, escalares y simétricas de la recta [ que contiene
a los puntos P = (2,—1,6) y @ = (3,1, —-2).

Solucion:

Fécilmente se llega a concluir que las ecuaciones buscadas 2 son, respectivamente:

1. Vectoriales: (z,y,2) = (2,—1,6) + t(1,2, —8).

2Recuerde que no son tnicas, usted puede dar otras soluciones correctas si quisiera.
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=2+t
2. Escalares: ¢ y=—1+42t .
2=06-—8t
y+1 6—=2

3. Simétricas: z — 2 =

2 8

Ejemplo 21 Determine la forma paramétrica vectorial de las siguientes tres rectas:

2 — _
1. l]_ m:ij,‘Z:—l €r =
3 -1 3.03:4 y=1-2
2. h:rx=y==z 2 =
Solucion:

La recta [y pasa por el punto P;(2,0,—1) y tiene vector director @; = (—3, —1,0). Asi, la forma
paramétrica vectorial de l; es

(x,y,2) =(2,0,—1) + t(-=3,—1,0).

La recta lo pasa por el punto P»(0,0,0) y tiene vector director @ = (1,1, 1). Con ello, la forma
paramétrica vectorial de [y es

(z,y,2) = (0,0,0) +¢(1,1,1).

La recta I3 pasa por el punto P3(4,1,0) y tiene vector director i3 = (0,—2,1). Entonces, la
forma paramétrica vectorial de [3 es

(x,y,2) = (4,1,0) +£(0,—2,1).

Ejemplo 22 Pruebe que las rectas 1 : (z,y,2) = (1,-3,-2) + (1,2, 1) y Iy : (z,y,2) =
(17,4, —-8) 4+ s(3,1, —1) se intersecan y halle el punto de interseccién.

Solucion:

Las ecuaciones escalares de las rectas dadas son:

r=1+t r =17+ 3s
Iy : y=-34+2t y ly: y=4+s
z=—-2-1 z2=—-8—5
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Con ello, se puede generar el siguiente sistema de ecuaciones:

t—3s=16
2W—s=7 ,
—t+s=—6
1 =3]| 16 1 0 1
que a su vez se escribe en forma matricial como 2 =1 7|~ 0 1|-5
-1 1|-6 0 0| O

Como el sisitema si posee solucién (de lo contrario no existe interseccién), entonces las rectas
l1 y Iy se intersecan. Luego, para hallar el punto de interseccion, y de acuerdo con la solucién
del sistema anterior, basta tomar ¢ = 1 en la recta [; (o bien tomar s = —5 en la recta l3) y se

obtiene que el punto de interseccion es (2, —1, —3).

Definicion 31 (Rectas paralelas y rectas perpendiculares)

1. Dos rectas son paralelas si sus vectores directores son también paralelos, es decir, sus

vectores directores son proporcionales.

2. Dos rectas son perpendiculares si sus vectores directores son ortogonales, es decir, el
producto punto de sus vectores directores es cero. Es importante recordar que dos rectas

perpendiculares en R?, no necesariamente se intersecan.

Repaso de planos en R*

Un plano 7 en R3 queda determinado de forma completa si se indica un punto y dos vectores

directores del plano.

Definicion 32 (Ecuacién Vectorial Paramétrica del Plano) Suponga que 7 es un plano
que pasa por el punto P(p1,pe, p3) y posee vectores directores 4 = (uq,us,u3) y 7 = (v1, v2,v3).
Si X(z,y, 2) es un punto cualquiera del plano 7, la ecuacién vectorial de dicho plano es

(z,y,2) = (p1, D2, p3) + t(u1, ug, ug) + s(v1, va, v3).

Definicion 33 (Ecuaciones Escalares Paramétricas del Plano) Las ecuaciones escalares
del plano 7 estan dadas por

T =p1 + tug + s

Y = p2 + tug + sv

z = p3 + tus + svs
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Ejemplo 23 Determine las ecuaciones paramétricas del plano m que contiene los puntos P =
(1,2,-1),Q = (4,5,—6) y R = (3,2,1).

Solucidn:
Los vectores directores del plano 7 son ]@ =Q-P=(33,,-5)y P—}i =R—-P=(20,2).
Luego las ecuaciones buscadas son, respectivamente:
1. Vectoriales: (z,y,2) = (1,2,—1) +¢(3,3,,—5) + s(2,0,2)

r=1+4+3t+2s
2. Escalares: ¢ y =2+ 3t
z=—1—-5t+2s

Definicion 34 (Vector normal a un plano) Se llama vector normal a un plano 7, a cualquier
vector 1 que sea ortogonal a cualesquiera de los vectores dierectores del plano, como lo muestra

la siguiente figura.

;

=1

u

Plano 7 que pasa por P con direccién @ y ¥, y vector normal 7

Definicion 35 (Ecuacién normal del plano)
Observe que si P es un punto dado del plano y X es un punto cualquiera del plano, entonces el

vector normal 77 es ortogonal a ]?} , es decir:
ii-PX =0

=n-(X—-P)=0.

Si se hace 7 = (a, b, ¢), P(p1,p2,p3) y X(z,y, z) se tiene que:
(a.b,¢) (z —p1,y —p2,2 —p3) =0

= a(r —p1) +b(y —p2) +c(z —p3) =0

= ax + by + cz = ap1 + bps + cps
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= ar + by + cz = d,

donde d = apy + bpa + cps. Asi, se define la ecuacion ax + by + ¢z = d como ecuacién normal

del plano o bien ecuacién cartesiana del plano, donde 77 = (a,b,c) y d = apy + bpa + cps.

Ejemplo 24 Encuentre una ecuacién cartesiana del plano determinado por los puntos P(4, —3, 1),

Solucion:

Los vectores directores del plano son ]@ =Q-P=(2,-1,6)y Iﬁ =R—-P=(-3,51).
Ahora, un vector normal tanto a ]@ como a ]ﬁ es el generado por el producto cruz de ellos

mismos, esto es:

7
]@xﬁ: 2 —

-3

= (=31,-20,7).

Ut =
_ o

De esta forma 77 = (—31,—20,7) y una ecuacién cartesiana del plano es

—31lx — 20y + 7z = —57.

Definicion 36 (Planos paralelos y planos perpendiculares) Dos planos en R? son paralelos
si sus vectores normales son paralelos y son perpendiculares si sus vectores normales son ortogonales.

Ejemplo 25 El plano 7 contiene al punto P(2, —1,3) y es paralelo al plano dado por 3z —y+2z =

0, determine la ecuacion cartesiana de .

Solucion:

Como el plano 7 es paralelo al plano 3x — y + z = 0, entonces un vector normal de 7 es

n = (3,—1,2). De esta manera, se concluye que
3xr—y+2=2-3+-1--14+3-1

=3r—-—y+2z=10

es la ecuacién buscada.
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Repaso de Secciones Conicas

Se denomina seccién cénica (o simplemente cénica) a todas las curvas cuadraticas planas que se
obtienen de intersecar un cono y un plano, siempre y cuando dicho plano no pase por el vértice.
Se clasifican en tres tipos: elipse, pardabola e hipérbola. El interés de este repaso es reconocer
las ecuaciones canodnicas de éstas, tanto de forma algebraica como geométrica, donde no existe

rotacion.

Definicion 37 (La elipse) La elipse es una figura geométrica curva y cerrada, con dos ejes
perpendiculares desiguales, que resulta de cortar la superficie de un cono por un plano no
perpendicular a su eje. La ecuaciéon general de una alipse es

(z —20)* | (y— )

a? + b2 =1

donde (x0, o) es el centro y a, b son los semiejes. .En este caso, si a > b la elipse es horizontal y
si a < b la elipse en vertical.

Ejemplo 26 Dada la ecuacion x2 + 4y? — 6x + 16y + 21 = 0, verifique que representa una elipse
horizontal y dibdjela.

Solucion:

Basta con hacer arreglos algebraicos y llegar a una forma candnica reconocida, esto es:

? +4y? — 6x + 16y +21 =

= (2% — 62) +4(y* +4y) +21 =

= (22 =6 +9—9)+4(y +4y+4—4)+21 =
= (-3 -9+4(y+2)?—-16+21 =

= (-3 +4(y+2)* =

N (93—43)2

~ O O O O

+(y+2)? =1

Observe que la elipse es horizontal y estd centrada en (3, —2). Su grafica es la siguiente:
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Gréfica de la elipse @ +(y+2)2=1

Observacion 11 Si en una elipse se tiene que a = b, entonces la ecuacién cartesiana canénica
se escribe como

(x —20)* + (y — yo)* = a?,

siendo esta la ecuacion cartesiana de un circulo centrado en (zg,yo) y de radio a.

Definicion 38 (La hipérbola) La hipérbola es una figura geométrica que se obtiene de la
interseccién del cono con un plano que no pase por su vértice y que forme un angulo con el eje
del cono menor que el angulo que forma con el eje generatriz del cono. La ecuacién general de
una hipérbola es

+

(l" - on)Q (y - yo)2
a? T b?

donde (zg,yo) es el centro y a, b son los ejes. En este caso, si en la ecuacién anterior el negativo lo

=1,

[Pl

contiene “y” la hipérbola es horizontal, y si el negativo lo contiene “x”, es una hipérbola vertical

Ejemplo 27 Considere la curva de ecuaciéon 922 — 4y + 8y + 32 = 0, verifique que representa

una hipérbola vertical y grafiquela.

Solucidn:
De forma similar a la solucion del ejemplo 26, se hacen arreglos algebraicos, entre ellos completar
cuadrados, y se llega a la forma candnica

(y—1> a7

|
9 4

)

la cual es una hipérbola vertical y de centro (0, 1), como se aprecia en la figura adjunta.
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Definicion 39 (La parabola) La pardbola es una figura geométrica que resulta de cortar un
cono recto con un plano cuyo angulo de inclinacion respecto al eje del cono sea igual al presentado
por su generatriz. Las ecuaciones de la prabola con vértice en (g, yp) son:

—b?+4ac b
= y = ax? + bx + ¢, la cual es una parabola vertical con vértice en (4—, —2—)
a a
b —b%+4dac
= = = ay? + by + ¢, la cual es una pardbola horizontal con vértice en (—2—, +)
a a

Es claro que a,b y ¢ son constantes con a # 0.

Ejemplo 28 Grafique la pardbola horizontal & = 4% — 4y + 6. Ademas indique su vértice y las

intersecciones con los ejes coordenados.

Solucion:

—4 —16+ 24
2’ 4

El vértice corresponde al punto (— ) = (2,2). Luego, la grafica de la pardbola

es la siguiente:

Gréfica de la parabola z = y> — 4y + 6
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Observacion 12 Cuando se corta un cono con un plano y este Gltimo pasa por el vértice,
entonces la interseccién puede producir dos rectas, o una recta, o un punto y se llaman cénicas

degeneradas.

Repaso de Cuadricas

Las cuédricas son superficies cuadraticas, de las cuales se repasa las mas elementales y con

ecuaciones sin términos mixtos o cruzados, es decir, que representan superficies no rotadas.

Definicion 40 (El elipsoide) El elipsoide centrado en el punto (g, yo, 20), no rotado, corresponde
a una superficie cuadratica definida por la ecuacién
(z —20)*  (y—w)* | (2—2)°

2 T e T L

llamada ecuacién canénica del elipsoide. Asi, por ejemplo, un elipsoide centrado en (0, 0, 0) tendria

una forma similar a la figura adjunta.

ey
|
SO

|

Eipsoide con ecuacion P + 5] + e 1

Observacion 13 Si a = b = ¢ en la ecuacién canénica del elipsoide, entonces representa una

esfera de radio a.

Definicion 41 (El paraboloide eliptico) El paraboloide eliptico centrado en el punto (zg, %o, 20),
no rotado, corresponde a una superficie cuadratica defina por cualquiera de las siguientes ecuaciones

canodnicas:
L) (=) (2= 20)
a? b2 c
x? 2z
Asi, un paraboloide eliptico centrado en (0,0, 0) con ecuacién =) + TR tendria una forma

como la figura siguiente.
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Definicion42 (El paraboloide hiperbélico) El paraboloide hiperbélico centrado en (g, yo, 20),
no rotado, es una superficie cuadratica defina por cualquiera de las siguientes ecuaciones canonicas:

(z — 96‘0)2 - (y — yo)2 _ (z — Zo)‘

+ =
a? b? c
22y oz
Asi, el paraboloide hiperbélico — — 2o centrado en (0,0,0) tendria una forma como la
a c

figura siguiente.

2 2?2 2

Paraboloide hiperbolico con ecuacién — — 2o
a c

Definicion 43 (El hiperbolide de una hoja) El hiperboloide de una hoja centrado en el punto
(20, Y0, 20), no rotado, es una superficie cuadrética con ecuacién canénica

(z — x0)? 4 (y — w0)? _ (z — 20)?

a? b2 c2 =1
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En esta ecuacion se coloco el negativo a la variable z, sin embargo, el negativo lo puede llevar
cualquiera de las tres variables x,y o z. Asi, un hiperboloide de una hoja (con la variable z
negativa) centrado en (0,0,0) tendria una forma como la expuesta abajo.

242 2
Hiperbolide de una hoja con ecuaciéon — + % — — =1

a2 b 2
Definicion 44 (El hiperbolide de dos hojas) El hiperboloide de dos hojas centrado en el

punto (zo, Yo, 20), no rotado, es una superficie cuadratica con ecuaciéon canénica

(z — 20)? _ (y — vo)? . (z — 20)? -1
a? b2 c? o

Esta ecuacién posee dos variables negativas (las variables y y z), sin embargo, los dos negativos
los puede llevar cualquier pareja formada por las variables z,y, z. Ademas, siempre abre en

z
direccion a la variable positiva. Por ejemplo, un hiperboloide de dos hojas con la ecuacion — —
22 2 a
w2z 1, centrado en (0,0, 0), se aprecia en la figura siguiente.

c

Hiperbolide de dos hojas con ecuacion S
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Definicion 45 (EI cono eliptico) El cono eliptico centrado en el punto (zg, %o, 20), no rotado,
corresponde a una superficie cuadratica defina por la ecuacién candnica
(z—20)*  (W—w0)* (2—20)

PR R 0

En la ecuaciéon anterior, el negativo lo contiene la variable z, sin embargo, puede llevarlo

cualquiera de las otras dos variables. Ademas, el cono abre en direcciéon a la variable negativa.
2 2 2
Yy z

Asf un cono eliptico centrado en (0,0,0) de la forma w_2 + 2oz 0 corresponde a la figura
a c

de abajo.

2 2 2

o ., Y z
Cono eliptico con ecuacién — + 5 — — =
a b2 c?
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